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Resumen: El abstraccionismo matemdtico es la posicion segun la cual el método de abstraccion
debe desemperiar un papel central en los intentos de proporcionar un fundamento filosofico
para las matemadticas modernas. En este trabajo nos proponemos explorar la relevancia de esta
posicion para la fundamentacion axiomdtica moderna de la geometria euclidea. Con este fin,
nos centraremos en la llamada concepcidn abstraccionista de las magnitudes geométricas, segiin
la cual las distintas clases o especies de magnitudes se obtienen por abstraccion a partir de un
sistema de cantidades geométricas, tomando como base una relacion de equivalencia definida en
términos estrictamente geométricos. Tras ofrecer un breve panorama histérico sobre el desarrollo
de esta concepcion, sostendremos que un andlisis mds preciso del enfoque abstraccionista de las
magnitudes geométricas plantea cuestiones filosoficamente relevantes en relacion con el ideal de la

pureza del método en la fundamentacion de la geometria.
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Abstract: Mathematical abstractionism is the position that claims that the method of abstraction
must play a central role in the attempts to provide a philosophical foundation for modern
mathematics. In this paper, we aim to explore the relevance of this position for the modern axiomatic
foundation of Euclidean geometry. To this end, we focus on what we call the abstractionist
conception of geometrical magnitudes, according to which the different kinds or species of
magnitudes are obtained by a process of abstraction from a system of geometrical quantities, on
the basis of an equivalence relation defined in strictly geometrical terms. After providing a brief
historical overview of the development of this conception, we argue that a closer examination of
the abstractionist approach to geometrical magnitudes brings to light philosophically significant

issues concerning the ideal of purity of method in the foundations of geometry.
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Introduccion

El abstraccionismo matematico es una de las posiciones mas influyentes y técnicamente
sofisticadas en la filosofia contemporanea de la matematica. En términos generales, esta
posicion sostiene que el método de abstraccion debe desempefar un papel preponderante
en los intentos de proporcionar un fundamento filoséfico para las matematicas modernas,
esto es, en la elaboracion de una respuesta sistematica a los problemas centrales de la epis-
temologia, la ontologia y la semantica de las matematicas. En el contexto contemporaneo,
el término ‘abstraccion’ se refiere especificamente a los llamados ‘principios de abstraccion’
Estos principios son una clase especial de axiomas matematicos que establecen criterios de
identidad para abstracta a partir de una relacién de equivalencia sobre distintos tipos de
entidades (usualmente objetos, conceptos o propiedades). Se considera usualmente que un

principio de abstraccion tiene la siguiente forma general:
VaVB(§a = §B <> a ~ B )

donde °§’ es un operador que se aplica al tipo de expresiones de ay , y ‘~” es una relacion de
equivalencia sobre las entidades denotadas por las expresiones de aquel tipo." En el marco
de las matematicas de finales del siglo XIX y principios del XX, los principios de abstraccién
fueron intensamente discutidos en relacién con un procedimiento de definicidon conocido
como el “método de las definiciones por abstraccion”

El abstraccionismo matematico es una posicion que ha sido desarrollada y defendida
principalmente en conexion con la filosofia de la aritmética y el analisis, es decir, con la
busqueda de un fundamento filoséfico para la teoria de los niimeros naturales y reales.
Como es bien conocido, los principios de abstraccion jugaron un papel central en el pro-
yecto logicista de Frege (1884, 1893/1903) para la fundamentacion de la aritmética, en tanto
que la fatidica Ley Bésica V era precisamente un principio de abstraccion. Sin embargo, esta
clase de principios proporciona la idea fundamental del llamado programa Neo-logicista
(Wright 1983, Hale & Wright 2001), a saber: la propuesta de reivindicar el proyecto logicista
fregeano para la aritmética y el analisis a partir de demostrar que la aritmética de Peano
(de segundo orden) puede ser derivada de la l6gica de segundo orden y de un principio de

abstraccion conocido como el ‘principio de Hume’? En pocas palabras, el trabajo filoséfico

1 Siay B son variables de individuos, el principio de abstraccion que resulta es de primer orden; si estas expresiones

denotan en cambio variables de predicados, el principio de abstraccion es de segundo orden.

2 Como bien se sabe, el Principio de Hume asigna nimeros a conceptos de acuerdo con el criterio de que dos conceptos
tienen el mismo ndmero si y solo si los objetos que caen bajo ellos pueden ser puestos en una correspondencia uno-a-
uno. El resultado técnico de que los axiomas de Peano pueden ser derivados de la légica de segundo orden y del Principio
de Hume, adoptado como un axioma légico, se lo conoce como el ‘Teorema de Frege’. Para una presentacion sistematica

de los principales resultados técnicos y filoséficos del programa neo-logicista, véase Ebert & Rossberg (2016).
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sobre los principios de abstraccion ha estado principalmente enfocado en los fundamentos
de la aritmética y el anlisis.

Ahora bien, la significacidn filoséfica del método de abstraccion para los funda-
mentos de la geometria ha comenzado a ser explorada en algunos trabajos recientes. Por
un lado, desde una perspectiva historica, Mancosu (2016) ha mostrado cémo el uso de
principios de abstraccion era una practica muy extendida en la geometria de fines del
siglo XIX, especialmente en conexion con el antes mencionado método de definiciones
por abstraccion. Por otro lado, desde una perspectiva sistematica, Hellmann y Shapiro
(2018) han investigado el uso de principios de abstracciéon para una construccion “aristo-
télica” del continuo geométrico, esto es, para la elaboracion de una geometria sin puntos
(point-free geometry). La relevancia filosdfica del método de abstraccion en geometria no
estd asi vinculada prima facie con un proyecto de reducciéon de la geometria a la logica,
sino con la explicitaciéon de sus implicancias metodoldgicas, epistemologicas y ontoldgi-
cas para la fundamentacion de la geometria.?

El objetivo de este trabajo es explorar la relevancia del abstraccionismo matema-
tico para la filosofia de la geometria a partir del examen de una aplicacién especifica de
este método en la fundamentacion axiomatica moderna de la geometria elemental, a
saber: el desarrollo de una ‘concepcién abstraccionista’ de las magnitudes geométricas.
Brevemente, un tema central en la geometria euclidea elemental es el estudio y el trata-
miento adecuado de las magnitudes geométricas, esto es, la longitud de los segmentos
lineales, la amplitud de los angulos, las areas de las figuras planas, el volumen de los cuer-
pos sdlidos, entre otras. Luego, cuando se adopta un abordaje estrictamente geométrico,
que prescinde de los nimeros reales (positivos) para medir estas magnitudes, las distintas
clases de magnitudes geométricas son introducidas por abstraccion. Por ejemplo, la lon-
gitud de un segmento cualquiera AB se define como la clase de equivalencia determinada
por este segmento mddulo la relacién de congruencia geométrica. Lo que vuelve a este
método mas adecuado para el tratamiento de las magnitudes geométricas, en oposicion al
abordaje métrico basado en los nimeros reales, es que la relaciéon de equivalencia puede
ser caracterizada en términos estrictamente geométricos.

Un aspecto relevante para mencionar, al menos desde una perspectiva filoséfica, es

que esta ‘concepcion abstraccionista’ de las magnitudes geométricas es presentada por lo

3 En la literatura especializada es habitual distinguir entre el “abstraccionismo matematico’, identificado con el proyecto
de interpretar teorias matematicas en base a principios de abstraccion y una légica subyacente, y el ‘abstraccionismo
filosofico’, entendido como cualquier perspectiva que le asigna relevancia al abstraccionismo matematico para los funda-
mentos de la matematica (Cf. Boccuniy Zanneti 2024, p. 1). Como se mostrara a continuacion, en este articulo se explora
la relevancia de una variante débil del abstraccionismo matematico aplicada a la geometria elemental, en la medida en
que lo que se busca reconstruir o interpretar mediante principios de abstraccién son fragmentos de dicha teoria (por
ejemplo, la teoria del drea plana). Esta interpretacién, sin embargo, tiene consecuencias significativas tanto para la onto-

logia como para la semantica de la geometria euclidea elemental.
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general de un modo informal en las exposiciones modernas de la geometria elemental.
Mas especificamente, no solo los aspectos logicos vinculados con las definiciones por abs-
traccion no son analizados en este contexto, sino que tampoco los problemas conceptuales
planteados por esta aplicacion del método de abstraccion son advertidos. En este trabajo,
sostendré que un analisis mas preciso de la concepcion abstraccionista de las magnitudes
geométricas plantea problemas fundacionales relevantes, en particular en relacién con el
ideal de la ‘pureza del método’ en la fundamentacion de la geometria euclidea elemental.

La estructura del articulo es la siguiente. En la seccién 2, comenzaremos con unas
breves precisiones terminoldgicas en relacion con el término ‘magnitud’ Seguidamente, en
la seccion 3, analizaremos brevemente las raices histdricas de la concepcidn abstraccionistas
de las magnitudes geométricas en los Elementos de Euclides, y su reemplazo por una con-
cepcion métrica informal a partir del siglo XVII. En la seccién 4, describiremos como el
método de abstraccion fue aplicado para proporcionar una definicion l6gicamente precisa
de las distintas especies de magnitudes geométricas a fines del siglo XIX y comienzos del
siglo XX. A continuacidn, en la seccién 5, nos ocuparemos de mostrar cdmo esta concep-
cién abstraccionista se combina con lo que se conoce como la teoria axiomatica estandar de
las magnitudes (extensivas). Ello nos proporcionara los elementos basicos para examinar
la significacion filosoéfica del método de abstraccion en la moderna geometria axiomitica,
en particular en relacion con el ideal de la ‘pureza del método. El trabajo culmina con unas

breves consideraciones finales.

2. Consideraciones preliminares: precisiones terminoldgicas

La nocién de magnitud (geométrica) y su relacién con el método de abstraccién mate-
matica es el tema central de este trabajo; serd conveniente comenzar entonces con una
breve aclaraciéon terminoldgica, puesto que la multiplicidad de significados asociados al
término ‘magnitud’ a lo largo de la historia de la matematica, como asi también su uso por
momentos ambiguo en la literatura filoséfica, han dado lugar en ocasiones a un empleo
inconsistente de esta nocion central. En un sentido general, el término ‘magnitud’ refiere a
propiedades, cualidades o atributos de objetos o entidades, cuya caracteristica fundamental
es que pueden ser comparados en relacion con esta propiedad, es decir, para los cuales pue-
den definirse relaciones de igualdad y orden (lineal o total). Las magnitudes para las cuales
puede definirse ademas una ley de composicion interna (o, intuitivamente, una operacion
de adicion) son conocidas usualmente magnitudes extensivas. En cambio, aquellas clases
de magnitudes para las cuales una operacion de adicién no resulta naturalmente posible, y
solo pueden ser ordenadas linealmente, se las denomina intensivas. ‘Distancias, ‘duraciones,
y ‘masas’ son ejemplos de las primeras, mientras que la ‘temperatura’ o la ‘dureza’ de un
material son ejemplos de las segundas. En el contexto de la geometria, longitud, ‘amplitud’
(de un angulo), ‘drea; ‘volumen;, son ejemplos de tipos o especies de magnitudes extensivas.

Una primera distincién fundamental que debe asi considerarse es entre los objetos o enti-
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dades que tienen o poseen magnitud y las propiedades cuantitativas propiamente dichas.
Siguiendo la terminologia utilizada habitualmente en la literatura especializada, nos refe-
riremos a los primeros como ‘cantidades’ (quantities), mientras reservaremos el término
‘magnitudes’ (magnitudes) para las segundas.

De la distincion anterior entre cantidades y magnitudes (extensiva) se sigue que debe
distinguirse ademas entre los ‘tipos o especies de magnitudes’ y las ‘magnitudes’ mismas
que instancian estos tipos o clases. Es decir, mientras que la expresion ‘tipo de magnitud’
se refiere a propiedades cuantitativas de determinada clase de objetos, tales como longitud,
duracién, masa, etc., la longitud medida por 1 metro, la duracién medida por 1 segundo o
la masa medida por un kilogramo, son instancias especificas de esta especie de magnitud.
Esta distincion conceptual es relevante, dado que es habitual en ciertos contextos que no
se distingan terminolégicamente. Por ejemplo, el término ‘longitud’ suele ser usado para
designar, de un modo impreciso, tanto el tipo de magnitud como la magnitud de un seg-
mento en particular.*

Enfocandonos ahora mas especificamente en el caso de la geometria, es posible dis-
tinguir dos abordajes principales en el estudio de las magnitudes geométricas. Un primer
abordaje “métrico’, el mas usual actualmente, que consiste en medir las distintas clases de
magnitudes por medio de los niimeros reales (positivos), es decir, en definir de un modo
adecuado funciones de medidas que permiten asignarles a los distintos objetos geométricos
(segmentos, angulos, poligonos, poliedros, etc.) un numero real (positivo) con base en una
unidad de medida fija. Por ejemplo, consideremos el conjunto de los poligonos (simples)
en el plano, un caso mas interesante que el de los segmentos de recta. De acuerdo con este
abordaje métrico, el area de un poligono plano es un numero real (positivo), esto es, el
nimero que resulta de aplicar una funcién de medida de acuerdo con las férmulas habi-
tuales que toman al cuadrado de lado unidad como unidad de medida. La magnitud del
poligono se identifica asi con su medida de area, lo que da lugar a una concepcion métrica
de las magnitudes geométricas. Como hemos dicho, esta concepcién métrica supone que se
utilizan los nimeros reales, con lo cual las distintas clases de magnitudes son identificadas
con sus medidas expresadas numéricamente. En cambio, el segundo caso es estrictamente
geométrico y consiste en comparar las magnitudes de los objetos geométricos con respecto
a determinadas relaciones de equivalencia y no equivalencias descritas en términos pura-
mente geométricos. Por ejemplo, en el caso de las areas planas, las figuras poligonales pueden
ser comparadas con respecto a la relacion de equidescomposicion, esto es, dos poligonos
son equidescomponibles si pueden ser descompuestos en el mismo numero de figuras con-
gruentes de a pares. La relacion de equidescomposicion es una relacién de equivalencia, con

lo cual ‘el area’ de un poligono dado P puede definirse en términos conjuntistas modernos

4 Véase Peacocke 2019, para una discusion de caracter mas metafisico sobre la relacion entre las ‘magnitudes mismas’

y las ‘clases o especies de magnitudes’.
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como la clase de equivalencia correspondiente (médulo equidescomposicion). Luego, un
aspecto central es que la estrategia de estudiar las diversas clases de magnitudes geométricas
a partir de su comparacion da lugar a una concepcion abstraccionista de las magnitudes,
donde estas son conceptualizadas mas estrictamente como propiedades o atributos de
objetos geométricos. Como veremos a continuacion, la concepcion abstraccionista de las
magnitudes geométricas plantea interesantes problemas epistemologicos y metodoldgicos

para la fundamentacion de la geometria euclidea elemental.

Las raices de la concepcion abstraccionista de las magnitudes (geométricas):
los Elementos de Euclides

Hemos sugerido en la seccion anterior que la idea de construir las magnitudes como
‘abstracciones’ de objetos o entidades geométricas esta intimamente ligada al desarrollo
de una teoria de la comparacion, en oposicidn a una teoria de la medida, de magnitudes
geométricas. En este sentido, el tratamiento de las magnitudes geométricas que desarrolla
Euclides en los Elementos resulta un punto de partida natural para rastrear los origenes de
esta concepcidn abstraccionista. Mas importante aun, la practica euclidiana nos permitira
ilustrar una serie de problemas que luego resultaran relevantes para discutir la significacién
filosofica del abstraccionismo para los fundamentos de la geometria, especialmente en rela-
cion con el conocido requerimiento de la ‘pureza del método.

Como es bien sabido, uno de los aspectos mas cruciales de la matematica griega es la
distincién entre dos dominios esencialmente diferentes de objetos: los nimeros (discretos)
(arithmos) y las magnitudes (continuas) (megethé). Esta distincion fundamental se refleja en
el hecho de que la teoria de las proporciones en geometria y aritmética recibe un tratamiento
separado y un fundamento independiente en los Libros V'y VII de los Elementos, respectiva-
mente. Euclides proporciona una definicion explicita de ‘nimero’ en el Libro VII, Def. 1: “Un
numero es una pluralidad compuesta de unidades”. Por lo tanto, lo que Euclides entiende por
numero son los enteros positivos, siendo la unidad una entidad indivisible. Por el contrario,
no encontramos una definicion equivalente para el término ‘magnitud’ en el Libro V ni en el
resto de los Elementos. Euclides simplemente postula ciertas condiciones para que algo sea
considerado una magnitud y asume que ciertas operaciones pueden ser realizadas con estas
magnitudes. Este fundamento implicito para la teoria de las magnitudes proporciona la base
para un tratamiento abstracto de las razones y la proporcionalidad en el famoso Libro V.

El desarrollo de los Libros I-IV de los Elementos sugiere que los segmentos lineales,
las figuras rectilineas planas (tridngulos, rectangulos, paralelogramos, etc.) y los angulos

son ejemplos de ‘magnitudes’ (megethé).° Ello contrasta con nuestra concepciéon moderna,

5 El caso de los dngulos es problematico, puesto que no esta claro cdmo la operacion de adicion de dngulos puede ser
realizada. En particular, Euclides solo considera como angulos aquellos iguales a menores de dos rectos, de modo que la

suma de angulos que superan los dos rectos no estaria definida.



E. N. Giovannini - 29

puesto que pensamos en las longitudes, las areas, las amplitudes y los volumenes como
clases o especies de magnitudes geométricas. El hecho de que la referencia primaria de los
términos de ‘magnitud’ sean los objetos mismos esta claramente relacionado con un aspecto
fundamental de la practica geométrica de Euclides. En los Elementos, Euclides nunca utiliza
nimeros para medir la longitud de segmentos, el area de poligonos, o el volumen de una
figura sélida. Por el contrario, su estrategia consiste en comparar el ‘tamafio’ de dos figuras
geométricas de acuerdo con una relacién especifica (pero no definida) de ‘igualdad’; por
ejemplo, en el caso de los poligonos planos, la relacién de igualdad (de area o contenido)
consiste en anadir o sustraer figuras congruentes de a pares. En la practica, Euclides utiliza
entonces el término ‘magnitud’ como una denotacion genérica para referirse a objetos o
entidades geométricas (particularmente, segmentos lineales y figuras planas) en tanto que
son considerados en cuanto a su tamarfio. Una ‘longitud’ es un segmento de recta en cuanto
este es dado o considerado exclusivamente en relacién con su ‘tamafio’ o ‘magnitud’; un ‘area
poligonal’ es una figura rectilinea plana cuando se la considera como dada en magnitud.
Esta concepcion determina asi una dependencia fundamental de las magnitudes respecto
de los objetos o entidades geométricas, en cuanto no pueden ser tratadas o manipuladas
con independencia de estos. Las operaciones y la comparacién de magnitudes geométricas
se fundan en las operaciones sobre los objetos geométricos.

En el Libro V, Euclides asume que las siguientes operaciones pueden ser realizadas
sobre magnitudes: i) adicién o composicion (interna); ii) comparacion (i.e., existencia de un
orden lineal); iii) multiplicaciéon por un entero positivo (i.e., tomar equimaltiplos); iv) tomar
la n-ésima parte de una magnitud dada. Estas operaciones dan asi sustento a la definicién
clasica de magnitud, segun la cual ‘magnitud’ es todo aquello que puede ser incrementado
y comparado. Asimismo, Euclides presupone que las siguientes propiedades y suposiciones

basicas son validas para el dominio de magnitudes M:

Va. (Va,b € M)(dn € N)(na > b)
vb.(Va,b € M)(Fc e M)(a>b = a=b+c)

ve. (Va,b,c e M)(a>b =a +c>b+c)

vd.(Va € M)(Vn € N)(3b € M)(na = b)
Ve.(Va,b, ¢, € M)(3d e M)(a : b: ¢ : d)

Va. es el conocido principio arquimediano para magnitudes; Vb. es un axioma de com-
parabilidad; Vc. garantiza que la adicion es compatible con el orden; Vd. es un principio
de divisibilidad, mientras que Ve. garantiza la existencia de la cuarta proporcional. En
términos modernos, el dominio de magnitudes constituye un semigrupo ordenado arqui-

mediano.® La teoria de las magnitudes es un tema central en la geometria de Euclides, pero

6 Para una reconstruccién matematica moderna de la teoria de las magnitudes de Euclides, véase Btaszczyk y Petiurenko (2019).
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para nuestros objetivos basta con hacer unas breves observaciones generales. En primer
lugar, una suposicion fundamental de las propiedades basicas de las magnitudes es el prin-
cipio de homegeneidad, que es formulado por Euclides en las definiciones que establecen las
condiciones de una razén entre dos magnitudes: “Una razén es determinada relacion con
respecto a su tamano entre dos magnitudes homogéneas” (Def. 3) y “Se dice que guardan
razdén entre si las magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a otra” (Def. 4). En
la geometria griega, solo es posible comparar y realizar operaciones (adicidn, sustraccion,
multiplicacién por un entero, formar razones) sobre magnitudes de una misma clase. Este
principio esta asi intimamente vinculado con la dependencia de las magnitudes respecto
de los objetos o entidades geométricas, es decir, en una concepcion ‘abstraccionista’ de las
magnitudes como propiedades o atributos de objetos o figuras geométricas. En una con-
cepcion ‘métrica’ de las magnitudes geométricas, donde la magnitud de una figura (p.ej.,
el area de un triangulo) se identifica con la medida expresada numéricamente, esto es, con
un numero, es posible comparar y operar con magnitudes de distinta clase. Pero para ello
las magnitudes geométricas deben convertirse en numeros, algo que resulta contrario al
pensamiento matemdtico griego.

En segundo lugar, si bien la dependencia fundamental de las magnitudes respecto
de las figuras geométricas es un aspecto fundamental de la practica euclidiana, en ningtin
momento se asocia a las operaciones sobre magnitudes un sentido o caracter constructivo.
Es decir, de acuerdo con esta concepcion, para sumar dos magnitudes de un tipo particu-
lar debemos sumar o componer dos figuras de la clase correspondiente; sin embargo, en
ningun momento Euclides aclara de un modo explicito coémo estas operaciones pueden ser
llevadas a cabo. Mds atin, diversas propiedades fundamentales de magnitudes geométricas
carecen de un sentido constructivo, en tanto que no pueden ser llevadas a cabo con medios
euclidianos. El caso mas tipico es el de la divisibilidad (Vd), puesto que para el caso de angu-
los no puede realizarse con regla y compas (imposibilidad de la triseccién del angulo). En
suma, las magnitudes tienen un caracter ‘abstracto’ puesto que simplemente se asume que
las operaciones antes mencionadas pueden ser llevadas a cabo.

Ahora bien, hacia los siglos XVI y XVII, las nociones griegas clasicas de nimeros
(discretos) y magnitudes (continuas) se vieron afectadas por una transformacion radical,
conectada con la creciente importancia de los métodos algebraicos. La estricta distincién
griega desapareci6 gradualmente y fue reemplazada por una comprension numeérica de
las magnitudes continuas medibles, aunque como no podia ser de otro modo, presentada
informalmente. Dicho brevemente, durante este periodo era comtn una comprension
informal, segun la cual se identificaba una magnitud geométrica con el valor numeérico de su
medida: lalongitud de un segmento o el area de un triangulo se identificaban con el numero
que expresaba su medida. Malet (2016) muestra que esta comprension numérica de las
magnitudes geométricas puede encontrarse ya en el siglo XVI, en autores como Tartaglia,

Clavius y Billingsley, entre otros. La idea filoso6fica central en la base de esta transformacién



E. N. Giovannini - 31

era que la medida pertenece intrinseca a la naturaleza de las magnitudes - esto es, que no
es posible concebir una magnitud geométrica con independencia de su medida - y que esta
ultima solo podia ser expresada numéricamente.’

Esta comprension numérica tdcita de las magnitudes geométricas estaba ya com-
pletamente asimilada en el siglo XIX y constituia la concepcién dominante. De hecho,
funcionaba como un supuesto fundamental en las criticas dirigidas a la teoria clasica de
las magnitudes y las proporciones del Libro V de los Elementos durante este periodo. El
siguiente pasaje de una conocida carta de Lipschitz a Dedekind, escrita a proposito de la
idea de que todo lo esencial en la teoria de las cortaduras de Dedekind se encuentra ya en el

Libro V de Euclides, ilustra este muy elocuentemente:

Desde mi punto de vista, uno de los mayores logros del espiritu griego es haber fijado para
siempre el concepto basico de numero irracional. (...) En aquella definicion [V.5], Euclides
presupone la existencia de razones que no son iguales a la razon entre dos niimeros enteros.
Usted [Dedekind] tiene de antemano la intencién de presuponer solo niimeros racionales,
y magnitudes medibles por medio de niimeros racionales. En este fragmento Euclides pro-
cede de otro modo, y aqui esta el nicleo de sus diferencias con él. Euclides considera que
una magnitud (Grosse) estd determinada por la medida de una linea bien definida, y bajo
este punto de vista puede mostrar lineas que, respecto a una linea dada, estan en una pro-
porcion que no puede expresarse mediante dos numeros enteros.(Lipschitz a Dedekind, 6

de julio de 1876; en Dedekind 1998, pp. 164-165. El énfasis es nuestro.)

Este pasaje muestra con claridad la suposicion firmemente establecida en el siglo XIX,
segun la cual las magnitudes geométricas se identificaban con sus medidas expresadas
numeéricamente. Dado que la famosa definicién euclidiana de la identidad de razones entre
dos magnitudes se entendia como la igualdad entre razones numéricas, la teoria de las pro-
porciones de Euclides descansaba implicitamente en el concepto de niimero irracional. La
geometria clasica, y especialmente la teoria de las proporciones y la semejanza, descansaba
asi sobre un fundamento aritmético antes que sobre uno genuinamente geométrico. Detras
de la busqueda de un nuevo fundamento o base independiente para la geometria elemental
se encontraba, en ultima instancia, la concepcion de que una magnitud geométrica es esen-

cialmente un nimero, o, mas precisamente, su medida expresada numéricamente.

Magnitudes geométricas por abstraccion
En esta seccion, analizaremos brevemente la propuesta de proporcionar una caracterizacion

mas rigurosa de la ‘concepcion abstraccionista’ de las magnitudes geométricas utilizando la

7 Para un estudio historico revelador de esta transformacion de la transformacion del concepto griego de magnitud en

la temprana edad moderna, véase Malet (2016).
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técnica de las definiciones por abstraccion. La breve reconstruccion historica que se ofrece
a continuacion se apoya de un modo significativo en el notable trabajo de Mancosu (2016).

El método de las definiciones por abstraccion es bien conocido y constituye una téc-
nica basica en la matematica contemporanea; sin embargo, resulta oportuno recordar la
idea general de este método. El punto de partida es una relacion de equivalencia  (i.e., una
relacion reflexiva, simétrica y transitiva) sobre distintos tipos o clases de entidades (usual-
mente, objetos, conceptos o propiedades). En una definicién por abstraccion, ignoramos o
desestimamos cualquier caracteristica especifica o individual de estas entidades; en cambio,
lo tnico relevante es si se guardan o se encuentran en la relacién Los objetos relacionados
por la relacién de equivalencia se particionan entonces en clases mutuamente excluyentes y
conjuntamente exhaustivas de tal manera que los objetos relacionados por pertenecen a una
y s6lo una clase. Una definicion (o un principio) por abstraccion establece una condicién
tal que esta identificacion de los elementos es capturada por una relaciéon funcional F que

satisface la siguiente condicion:
Para todos los a,b en Dom, F(a) = F(b) si y solo sia b,

donde Dom refiere al dominio conformado por la clase de objetos o entidades. Como se
nota, la funcidon F desempena el papel de abstraer de la naturaleza peculiar de las entida-
des a y by las considera asociadas al tinico valor F(a)(= F(b)) en virtud de que a y b estan
relacionadas por la relacién de equivalencia . Asi, estas entidades son indistinguibles desde
el punto de vista de la relacion de equivalencia En breve, en una definicién por abstraccion
se introduce un nuevo objeto abstracto al establecer condiciones de identidad basadas en
relaciones de equivalencia apropiadas sobre entidades de distinto tipo.t

Un conocido ejemplo de la aplicacion de este método es la definicion de Frege de la

identidad de ‘direccion’ entre lineas en base a la relacion de paralelismo:

El juicio: “la recta a es paralela a la recta b”, simbolicamente a||b, puede tomarse como
una ecuacion. Silo hacemos asi, obtenemos el concepto de direccién y podemos decir:
‘la direccién de la recta a es igual a la direccion de la recta b’ Sustituimos, pues, el signo
|| por el més general ‘=) distribuyendo el contenido particular del primero entre a y
b. Fragmentamos el contenido de manera distinta a la originaria y obtenemos asi un

nuevo concepto. (Frege 1884, § 64)

Frege introduce asi el llamado principio de abstraccidn para direcciones:

(Dir) d(ll) = d(12) 1 le

8 Cf. Mancosu (2016, pp. 14-15).
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A menudo se ha destacado que Frege fue un pionero en este método de definiciones en
matematicas. En efecto, ello es sugerido por el propio Frege, al advertir que “naturalmente,
esto parecera un tipo muy extrafio de definicion, que ciertamente no ha sido estudiado lo
suficiente por los logicos; pero que este modo de definir no es inaudito, pueden mostrarlo
algunos ejemplos” (Frege 1884, §63). Sin embargo, el método de abstraccion era una prac-
tica muy extendida y bien establecida en la matematica del siglo XIX y comienzos del siglo
XX. Mancosu (2016) recoge y analiza el amplio uso del método de abstraccién en las mate-
maticas del siglo XIX, aportando una gran cantidad de ejemplos provenientes de la teoria de
nameros, los sistemas numeéricos (complejos e irracionales), la teoria de conjuntos e incluso
la fisica. Antes de enfocarnos en la introduccién del concepto de ‘magnitud geométrica’ por
medio de definiciones por abstraccién, mencionaremos brevemente otros ejemplos en la
geometria del siglo XIX.

Una fuente notable de definiciones por abstraccion en geometria es el libro Teoria
de la extension [Ausdehnungslehre] de Hermann Grassmann de 1844. En este trabajo, el
proceso de introducir identidades basadas en una relacion de ‘igualdad’ [i.e., equivalencia]
es explicado y practicado con completa claridad. A partir de un analisis muy detallado de
la nocioén de ‘igualdad’ en matematicas, Grassmann explica que la igualdad puede ser pre-
dicada de muchas maneras diferentes concentrandose en propiedades particulares de los
objetos. Asi, lo que decimos propiamente que es idéntico son los ‘abstracta’ obtenidos de los
objetos originales. Por ejemplo, en el caso de la longitud, dos segmentos pueden ser diferen-
tes, aunque sus longitudes sean idénticas. Grassmann explica este proceso de abstraccion en

el contexto de la geometria pura, de la siguiente manera:

Si abc [un tridngulo] es congruente con def, entonces nos preguntamos: ;qué es lo
igual entre los dos conjuntos de puntos? Por supuesto, alguna funcién geométrica de
los tres puntos g, b, c debe ser igual a la funcién correspondiente de los tres puntos
d,e,f. Designaremos tentativamente esta funcion con el simbolo figura o fig., y en
lugar de escribir abc def , escribiremos ahora fig.(abc)= fig.(def) (...) Asi, por ejem-
plo, podemos decir que dos figuras semejantes tienen sus formas [Gestalt] iguales,
y de ese modo en lugar de abc def , escribimos form.(abc)= form.(def). Podemos
expresar asi la igualdad de drea entre tres puntos, de volumen entre cuatro puntos
cualesquiera, o incluso la afinidad, a través de simbolos especiales (Grassmann 1995,

331-332. Citado en Mancosu 2016, p 50)

Grassmann explica aqui con mucha claridad como es posible definir por abstraccion el con-
cepto ‘forma’ de una figura triangular sobre la base de la relacion de semejanza geométrica,
esto es, una relacion de equivalencia. En simbolos, Grassmann formula aqui el siguiendo

principio de abstraccion para ‘formas’
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(form) form(abc) = form(def) <> abc ~ def,

donde  denota la relacién geométrica de semejanza de tridngulos.’

Un aspecto central es como debe entenderse el valor de las funciones implicadas en las
definiciones por abstraccion, en este caso, el valor de la funcién form(xyz). De acuerdo con
la reconstruccion historica elaborada por Mancosu (2016), durante este periodo es posible
identificar tres interpretaciones distintas del valor que toma una funcién de abstraccion.
Para la primera, el objeto ‘abstracto’ arrojado por la funcion de abstraccion era un represen-
tativo (candnico) de la clase de equivalencia correspondiente. Este tipo de interpretacion era
especialmente comun en la teoria de nimeros durante el siglo XIX, donde como resultado
de la abstraccion se elegia un representativo canénico de la clase de equivalencia en virtud
de alguna propiedad en particular, por ejemplo, por ser el elemento menor o minimo en un
sentido aritmético o algebraico. Notese que este objeto ‘abstracto’ era del mismo tipo o clase
de objetos que conforman el dominio Do de la funcién de abstraccion. La segunda opcidn,
en cambio, consistia en tomar a la clase de equivalencia misma como valor de la funcion de
abstraccion. Un ejemplo de esta interpretacion es la definicion de direccion de Frege (1984),
donde ‘la direccién de una linea 11" es identificada con la clase de todas las lineas paralelas
aly (esto es, con la clase de equivalencia). Como se sabe, esta opcién se volvié habitual
a partir de los trabajos de Frege. Por ultimo, la tercera opcidn consistia en asignar a cada
objeto a del dominio de la funcién de abstraccion, un nuevo ‘objeto abstracto’ a, que no
coincide ni con la clase de equivalencia ni con ningun objeto de la clase.”® Esta opcidn era asi
bastante habitual en la geometria sintética, en particular en la escuela de Peano, donde no
era posible tomar un representante de la clase de equivalencia, a menos que se seleccionara
uno arbitrariamente.

Ahora bien, un avance notable en la comprension y explicacion logica de las defini-
ciones por abstraccion fue alcanzado por la escuela de Peano, cuyos autores proporcionaron
en una serie de importantes trabajos los fundamentos para la concepcion logica moderna
de este método matematico. Especialmente, deben destacarse las contribuciones de Peano
(1888, 1894), Burali-Forti (1894), Vailati (1894) y Padoa (1908). Mas relevante atin para
nuestro caso, en estos trabajos encontramos quizas por primera vez una explicacion logica
precisa de la concepcidn abstraccionista de las magnitudes geométricas fundada en la téc-
nica de las definiciones por abstraccion. Esta concepcion abstraccionista es articulada de la

siguiente manera por Peano (1888):

Toda igualdad entre entidades de un sistema que es diferente de la identidad es

equivalente a la identidad entre entidades obtenidas a partir de las del sistema dado,

9 Se dice que dos tridngulos son semejantes si sus angulos correspondientes son congruentes.

10 Cf. Mancosu (2016, p. 34).
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abstrayendo todas y solo aquellas propiedades que distinguen una entidad de aque-
llas que son iguales a ella. Asi, la igualdad ‘el segmento A B se puede superponer
sobre el segmento A ’B”, es equivalente a la identidad entre las entidades que pue-
den ser obtenidas a partir de cada segmento abstrayendo de aquellas propiedades
que lo distinguen de todos aquellos con los que puede superponerse. La entidad que
resulta de esta abstraccion se llama la magnitud [grandezza] de un segmentos; la pri-
mera igualdad es asi equivalente a la identidad de las magnitudes de dos segmentos.
Si convenimos indicar la identidad con el simbolo =, la igualdad asi considerada
puede escribirse de la siguiente manera Gr AB = Gr A’B’. (Peano 1888, pp.
152-154. Citado por Mancosu 2016, p.89)

En este pasaje, Peano advierte que podemos concebir la ‘magnitud’ (i..e, longitud) de un
segmento dado como el resultado de una definicién por abstraccion que toma la relacién
de ‘congruencia geométrica’ como la relacién de equivalencia relevante. Asi, mientras que
un segmento dado AB puede ser concebido como una ‘cantidad; su ‘magnitud’ especifica
se obtiene a partir del conjunto de todos los segmentos abstrayendo todas aquellas pro-
piedades diferentes a la congruencia segmentaria. Para ser mas precisos, Peano afirma que
el proceso de abstraccion recién descrito da como resultado una nueva entidad ‘abstracta,
un objeto sui generis, que no debe ser identificado ni con la clase de equivalencia ni con un
representante de la clase. Ello se debia a una preocupacion ontoldgica de acuerdo con la
cual los ‘abstracta’ debian ser entidades simples.

Una explicacion logicamente mas precisa, que toma como ejemplo concreto el caso
de las areas de los poligonos planos, es desarrollada por A. Padoa en un importante trabajo
de 1908. Como veremos, el andlisis desarrollado en este trabajo se encuentra en completa
consonancia con las explicaciones conjuntistas modernas. Padoa (1908) proporciona la

siguiente definicion de abstraccion para dreas de poligonos planos:

(Area) Siay b son poligonos planos, entonces ‘el area de a’= ‘el area de b’ si'y solo si

ay b son equivalentes (i.e., equidecomponibles).

Padoa nota que la expresion que se define aqui es “area de a = drea de b”; por lo tanto,
esta definicidn no fija ni el significado de la funcién “area de” ni el significado del término
“area”'" Ello puede conseguirse, en cambio, si se proporciona una definicion explicita de ‘la
abstraccion de a con respecto a R, donde R es la mencionada relacion de equidescomposi-

cion. Padoa lo aclara en el siguiente importante pasaje:

11 Padoa (1908, p. 97).
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Definicion: Si K es una clase y R una relacién equiforme'? sobre K y a es un elemento
arbitrario de K, entonces “abstraccion de a con respecto a R” significa “el conjunto de
todos y solo aquellos K que estdn en la relaciéon R con a”.

Por ejemplo: si a es un poligono, entonces “abstraccion de a con respecto a la relacién
es equivalente (i.e., es equidescomponible) a a” es “el conjunto de todos y solo aquellos
poligonos x tales que x es equivalente a a”

Luego, mostramos lo siguiente:

Teorema II: Si K es una clase sobre la que R define una relacion equiforme y si a
y b estan en K, entonces (por brevedad, indicando Fa y Fb como las abstracciones
de ayb con recto a R): “Fa = Fb” si y s6lo si “aRb”. (Padoa 1908, p. 100. Citado por
Mancosu 2016, p. 106)

Es oportuno realizar una serie de comentarios. En primer lugar, encontramos aqui de
manera explicita una definicion de la magnitud ‘el area de a’ donde a es un poligono, como
la clase de equivalencia de a con respecto a la relacion geométrica de equidescomposicion.
En segundo lugar, Padoa muestra que si se adopta la definicién explicita anterior de ‘abstrac-
cion’y se asume que R es una relacion de equivalencia, entonces la definicion de abstraccion
original puede ser demostrada como un teorema. En tercer lugar, la definicién anterior
del area de un poligono a como la clase de equivalencia determinada por éste permite
ofrecer también una definicién en términos conjuntitas de este tipo o especie de magnitud
geomeétrica, a saber: si A es el conjunto de todos los poligonos planos, el término ‘area’ es el
conjunto cociente A/R determinado por la relacién geométrica de descomposicion R, es
decir, el conjunto formado por todas las clases de equivalencia.

En resumen, el método de las definiciones por abstraccion proporciona un funda-
mento logico preciso para la concepcion de las magnitudes geométricas como propiedades
o atributos de los objetos geométricos obtenidos por medio de un proceso (16gico) de
abstraccion. El paso siguiente en nuestra discusion sera analizar como esta concepcion
abstraccionista se vincula con la teoria axiomatica (abstracta) de magnitudes, esto es, con
el conjunto de axiomas o principios que caracteriza en términos algebraicos el concepto de

magnitud general o abstracta. Nos ocuparemos de este problema a continuacién.

La teoria axiomatica estandar de las cantidades y magnitudes extensivas

En la seccién anterior, hemos visto que hacia fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX es
posible encontrar las primeras definiciones rigurosas de las magnitudes geométricas basadas
en el método de abstracciéon matematica, a saber: dado un conjunto de objetos o entidades
geométricas (segmentos, figuras rectilineas planas, poliedros, etc.), una clase o tipo de mag-

nitud se define como el conjunto cociente en la que dicho conjunto queda particionado bajo

12 Padoa introduce el término ‘equiforme’ (egualiforme) para referirse a las relaciones de equivalencia.
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una determinada relaciéon de equivalencia, descripta en términos estrictamente geométri-
cos; asimismo, la ‘magnitud’ de un determinado elemento x de dicho conjunto, se identifica
con la clase de equivalencia de x o, en simbolos, [x]. Ahora bien, durante este periodo,
también surgieron las primeras axiomatizaciones abstractas o formales de las cantidades
extensivas, que contribuyeron a identificar este concepto central—siempre impregnado
de connotaciones filoséficas—con una estructura algebraica precisa, dotandolo asi de una
nueva base matematica solida. Entre los trabajos mas importantes se encuentran Stolz
(1885), Holder (1901) y Huntington (1902). En términos modernos, estas axiomatizaciones
caracterizan el concepto de cantidad extensiva como un semigrupo ordenado conmutativo (o
abeliano).” Un aspecto importante es que, en estas primeras axiomatizaciones, la distinciéon
entre cantidades y magnitudes extensivas no era por lo general explicitada adecuadamente.
Sin embargo, una explicacion precisa de esta distincion se encuentra en el trabajo clasico
de Suppes (1951), quien presenta una axiomatizacion denominada la “teoria estandar de
las cantidades extensivas” Una presentacion esquematica de la teoria de Suppes resulta util
para la discusidn que sigue.

Consideremos el sistema conformado por el triple ordenado (K, =, €D), donde
Kes un conjunto no vacio de elementos arbitrarios x, y, z ..., < es una relacion binaria
definida sobre K, y D es una funcién binaria definida sobre K. Decimos que un sistema

(K, =<, @) esunsistema de cantidades extensivas si satisface los siguientes axiomas:

Al.Six, y,z€ K, yx <ye y < z entonces x < z. Escriba aqui la ecuacion.
A.2Six, y € K, entonces S ye K.

A3Six, y, z € K, entonces (xPy) Pz < xP(y Pz).

A4Six, y,z€e K yx <y, entoncesx@Pz<xzPy.

A5Six, ye Ky—(x <y), entoncesexistez € K talquex sy @zyy ©z <X,
A.6Six, y € K, entonces (X @Yy <x).

A7Six, y e Ky(x <y), entonces existe un numero natural n tal quey =< nx

Es claro que la relacion binaria ‘<’ puede ser interpretada como una relacion de orden,
mientras que la funcién binaria ‘@’ como una operacién de adicién. Asi, A.1 establece que
la relacidon de orden ‘<’ es transitiva, mientras que A.2 afirma que K es cerrado bajo la
operacion de adicién ‘D’ Asimismo, A.3 asegura que la adicion ‘@D’ asociativa, A.4 que la
relacion de orden es compatible con la adicién y A.5 establece una condicién de compara-

bilidad para los elementos de K. Por ultimo, A.6 es conocido usualmente como principio

13 Un semigrupo ordenado conmutativo (o abeliano] es una estructura (G,+,<) tal que: + es una operacidn asociativa y con-
mutativa sobre G, < es un orden (parcial o total) sobre G, y el orden es compatible con la operacién +, es decir, se cumple

la condicion a<b = a+c<b+c para todo a,b,ceC.

14 La multiplicacion de un elemento de x de K por un entero n se define recursivamente del modo usual: 1x=xy nx=n-1x @x.
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(o ley) de dominacién para la adicion, mientras que A.7 es la version estandar del axioma
de Arquimedes. De estos axiomas se obtienen facilmente las propiedades habituales de las
cantidades, como por ejemplo la conmutatividad de la adicién (e, x®y <y ®dx.)yla
ley de monotonicidad de la adicién con respecto al orden (i.e,,six <y eu < w entonces
XOu<xy®dw).

Ahora bien, si se adopta una concepcidn abstraccionista, donde las magnitudes
(extensivas) resultan definidas como ciertas clases de equivalencias de cantidades (extensi-
vas), entonces los axiomas anteriores permiten desarrollar un sistema de magnitudes de un
modo simple e inmediato. Veamos de un modo esquematico este procedimiento.'

La relacion definida como el producto légico de ‘<’ y su inversa satisface las propie-
dades reflexiva, simétrica y transitiva, es decir, es una relacién de equivalencia. Designamos
entonces con el simbolo ‘~’ a la relacion de equivalencia de los elementos de K definida de
la siguiente manera:

xRy =df X Sy)y [y <x).

Como hemos visto antes, la relacion de equivalencia ‘~’ define una particion de K, esto
es, un conjunto de subconjuntos disjuntos y mutuamente excluyentes de K, cuya unién da
como resultado K (en simbolos, nos referimos a esta particiéon como %). Del mismo modo,
la clase de equivalencia a la que pertenece determinado elemento x de K (es decir, el con-
junto cociente ~)la designamos, en simbolos, como [x]. La relacién ~ cumple con la ley de
sustitucion con respecto a la relacién de orden <y a la operacion de adicion D, esto es, de
los axiomas y teoremas basicos de las cantidades extensivas se sigue casi trivialmente que:
(i)six~yyY = Zentoncesx < z; (if) six ~ yyu~ w, entoncesx du~y @ w." Luego,
estas leyes nos permiten utilizar las relaciones de ordenacion y la adicién de cantidades para
comparar y sumar las magnitudes correspondientes. Mas precisamente, podemos definir

L4 bl 7 . L4 K . .
una relacion de orden ‘<’ y una operacion de adicion ‘+’ en = de la siguiente manera:

(i) [x]<[y]si y sélo si X<y
(i) [x] + [y] es la clase de equivalencia (médulo ~2) que consiste en todos los elementos
en K que estan en la relacion = (i.e., equivalentes) con el elemento x & y.

En resumidas cuentas, cuando M = (K, =<, @) es un sistema de cantidades
extensivas, M/ ~ = (K/~, < , +) es el sistema de clases de equivalencia (o conjunto
cociente) de M médulo ~. Llamamos a M/ ~ un sistema de magnitudes extensivas. Dada
esta definicion de un sistema de magnitudes extensivas, y la respectiva relacion de orden y

operacion de adicion, los axiomas y teoremas basicos de las cantidades extensiva permiten

15 Seguimos aqui el trabajo de Suppes (1951) en la definicion axiomatica de un sistema de magnitudes extensivas.

16 Podemos pensar en la ley de sustitucion (i) como la versién formal de la Nocién Comun 2 (NC2) de Euclides: Y si se

ahaden cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales”.
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demostrar de un modo relativamente directo que el sistema de magnitudes posee la estruc-
tura algebraica esperable, a saber: la de un semigrupo ordenado conmutativo (o abeliano),
que no posee un elemento neutro respecto de la adicién (i.e., un cero) y que es cerrado bajo
la sustraccion de elementos ‘menores’ de elementos ‘mayores."” Luego, ademas de clarificar
la estructura algebraica del concepto de magnitud, esta caracterizacion axiomatica articula
de un modo preciso la concepcidn abstraccionista de las magnitudes y el procedimiento por
el cual este concepto se obtiene a partir de un sistema de cantidades (extensivas). En el caso
particular de las magnitudes geométricas, esta explicacion permite abordar interesantes
problemas metodoldgicos y fundacionales, en particular en relacién con la busqueda de un
fundamento estrictamente sintético o ‘puro’ para la geometria elemental. A continuacion,
nos ocuparemos de analizar brevemente esta significacion filoséfica de la concepcion abs-

traccionista de las magnitudes geométricas.

Pureza y abstraccion en la geometria axiomatica moderna

Como lo sefiala Hilbert en la ultima seccién de Fundamentos de la geometria (1899), el
requerimiento o demanda de la ‘pureza del método’ [Reinheit der Methode, en aleman]
fue una preocupacion metodoldgica muy importante en la matematica de la segunda
mitad del siglo XIX. En términos generales, este requerimiento refiere al problema de
si los métodos o recursos utilizados en la demostracién de un teorema, o en la solucién
de un problema, son apropiados o adecuados para el teorema o problema en cuestion.
Ejemplos tipicos de las preocupaciones por la pureza del método durante este periodo son
la eliminaciéon de consideraciones geométricas de los fundamentos de la aritmética y el
analisis, la busqueda de una construccién auténoma de la geometria proyectiva que evite
el empleo de nociones métricas, y el desarrollo de la geometria plana con independencia
de consideraciones espaciales. Luego, en el contexto de sus investigaciones metageomé-
tricas sobre el teorema clasico de Desargues en la geometria elemental, Hilbert propuso la

siguiente formulacion estandar de pureza:

Nos encontramos por tanto por primera vez en la posicion de llevar a la practica una
critica de los medios de una demostracion [die Hiilfsmittel eines Beweises]. En la mate-
matica moderna tal critica es realizada muy a menudo, donde el objetivo es preservar

la pureza del método, i.e., en la demostracion de un teorema se deben utilizar, en la

17 Como se habra notado, en la caracterizacién axiomatica de Suppes (1951) se incluye el principio de Arquimedes, de
donde se sigue que el semigrupo es también arquimideano. En las primeras axiomatizaciones del concepto de magnitud,
se solia distinguir entre sistemas de magnitudes (en donde este principio no era necesariamente asumido) y sistemas de
magnitudes “absolutas”, que satisfacian el axioma de Arquimedes. Véase, por ejemplo, Stolz (1885). Para una caracteri-
zacién axiomaticamente del concepto de magnitud en términos de clases de equivalencia de cantidades (extensivas), es
decir, para una concepcidn abstraccionista, el axioma de Arquimedes no resulta, en rigor, una condicion necesaria. Para

mas detalles, véase Giovannini et al. (2024).
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medida de lo posible, s6lo aquellos medios que son sugeridos [nahe gelegt] por el con-
tenido del teorema. (Hilbert 1898/1899, pp. 315-136)

De acuerdo con esta formulacion, una demostracion es pura si los métodos o recursos uti-
lizados pertenecen intrinsecamente o son inherentes al teorema demostrado o al problema
resuelto, es decir, si los métodos son sugeridos por el “contenido” de la proposicién que
se esta considerando. Arana y Detlefsen (2011) proponen el término “pureza tépica” para
designar esta concepcidn, segtn la cual los medios de demostracion deben restringirse
al contenido de los teoremas o problemas.' De manera esquematica, la idea de un topico
matematico se refiere al contexto particular en el que se formulan los teoremas, que incluye
definiciones, axiomas, vocabulario primitivo o conceptos, inferencias, etc.; el contenido
de un enunciado matematico o un teorema esta intrinsecamente ligado a un tépico mate-
matico especifico. Asi, por ejemplo, la utilizacion de técnicas analiticas o algebraicas para
demostrar un teorema en la geometria sintética produce una demostraciéon tépicamente
impura. El requerimiento de la pureza del método constituye asi un ideal de demostracion.

Ahora bien, este requerimiento metodoldgico también fue central en las primeras
axiomatizaciones modernas o ‘abstractas’ de la geometria euclidea elemental, especial-
mente en la tradicion sintética, cuya instancia mas influyente fue sin duda el mencionado
trabajo de Hilbert (1899). Un objetivo fundamental de estas axiomatizaciones ‘estric-
tamente sintéticas’ consistia en proporcionar una nueva base independiente para la
geometria euclidea elemental, removiendo de sus fundamentos no sélo las suposiciones
numéricas sino también toda dependencia de principios de continuidad, especialmente el
axioma de Arquimedes. Ello implic6 una reformulacion substancial de partes centrales de
esta teoria geométrica, tales como la teoria clasica de las proporciones, la semejanza y el
area de las figuras rectilineas planas, en donde no sé6lo se buscaba eliminar la dependencia
del aquel axioma sino también la utilizacion tdcita de consideraciones numéricas. En
efecto, una posicién ampliamente compartida en este periodo sefalaba que el tratamiento
clasico de la proporcionalidad geométrica, la semejanza y el drea poligonal descansaba,
aunque de manera tacita, en un fundamento aritmético mas que en uno geométrico.
H. Grassmann formuld esta critica con mucha claridad en el siguiente pasaje de su
Ausdehnungslehre de 1844:

Un defecto esencial de las presentaciones anteriores de la geometria es que se suele vol-
ver a relaciones numeéricas discretas en el tratamiento de la teoria de la semejanza. Este
procedimiento (...) se enreda muy pronto en complicadas investigaciones relativas a

magnitudes inconmensurables. (...) Ciertamente, no se puede eliminar el problema de

18 Sobre la nocidn de ‘contenido’ utilizada para definir el requerimiento de la pureza del método que opera en las discu-

siones de pureza, véase Arana y Mancosu (2012).
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medir magnitudes espaciales y expresar numéricamente los resultados de estas medi-
ciones (...) Relegar la teoria de la semejanza, e incluso la del area plana, a esta rama
como ha ocurrido anteriormente (no a la forma sino al fondo) es robar el contenido

esencial a lo que se llama geometria (pura). (Grassmann 1995, §74)

Una suposicion fundamental sobre la que se apoyaban las criticas a las teorias clasicas de las
proporciones y el area plana era asi una concepcion métrica (informal) de las magnitudes
geométricas, donde éstas resultaban identificadas con sus medidas expresadas numeérica-
mente. El caracter ‘informal’ de esta concepcion métrica residia en que en los tratados de
geometria elemental incluso hasta fines del siglo XIX era habitual simplemente identificar
la magnitud de un objeto geométrico con el niimero que expresaba su medida.”” Pero si las
magnitudes (geométricas) son nimeros, entonces la identidad de razones entre magnitudes
podia ser simplemente entendida como la igualdad entre dos razones numéricas, y las teo-
rias clasicas de las proporciones y la semejanza descansaban asi implicitamente el concepto
de nimero irracional. Lo mismo podia decirse de la teoria del area plana, en tanto que al
identificar el area de una figura poligonal con un niimero real (positivo), las operaciones y
la comparacion de esta magnitud geométrica se reducian a operaciones y comparaciones
entre numeros. Por lo tanto, un objetivo central vinculado con la demanda de la pureza
del método en las primeras axiomatizaciones abstractas de la geometria euclidea elemental
consistio en remover las consideraciones y supuestos numéricos que estaban implicitos en
el estudio de las magnitudes geométricas.

El método de la abstraccion matematica permitia luego evitar esta referencia a con-
sideraciones numéricas en el tratamiento de las magnitudes geométricas, en cuanto estas
eran obtenidas por medio de una ‘abstraccion’ sobre un conjunto de cantidades geométricas
(i.e., objetos) a partir de una relacién de equivalencia descripta en términos estrictamente
geométricos, como por ejemplo la congruencia de segmentos o la equidescomposicion
de poligonos planos. Mas precisamente, el modo habitual de entender el resultado de esta
abstraccion en geometria (sintética) era como una clase de equivalencia. Mas importante
aun, esta concepcion abstraccionista permitia del mismo modo sortear la apelacion a con-
sideraciones numeéricas en la comparacion y las operaciones de magnitudes geométricas,
puesto que las operaciones (especialmente, la adicion) y el orden de una especie particular
de magnitudes se reducen a las operaciones y el orden entre la respetiva clase de cantidades.
Por ejemplo, dados dos poligonos planos Py Q, decimos que el drea de P es menor que el

drea de Q siy solo si P es menor que Q (en simbolos, [P] < [Q] P < Q), donde esta tltima

19 Por el contrario, desde una perspectiva moderna, esta concepcion métrica supone la definicién de una funcién de
medida que asigna a cada clase de objeto geométrico un numero real (positivo) relativa a una unidad de medida dada. En
otras palabras, la concepcién métrica supone que se pueda utilizar el conjunto de los nimeros reales (positivos) para

expresar relaciones geométricas.
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relacion es definida en términos estrictamente geométricos.”? De la misma manera, la suma
del drea de Py el area de Q se define como el conjunto de todos los poligonos planos que son
equidescomponibles con el poligono P + Q (i.e., como la clase de equivalencia determinada
por el elemento P + Q moédulo equidescomposicion). En suma, el método de abstraccién
podia contribuir de un modo significativo a la busqueda de un nuevo fundamento ‘puro’ o
‘estrictamente sintético’ para la geometria euclidea elemental, en tanto que permitia evitar
la intromision de consideraciones numéricas en el tratamiento de las diferentes clases de
magnitudes geométricas.

Es importante mencionar que la adopcion de una concepcion abstraccionista de las
magnitudes determiné problemas fundacionales relevantes a la hora de llevar a cabo una
axiomatizacion estrictamente sintética de la geometria euclidea elemental. En términos
generales, estos problemas se refieren a la relacién fundacional entre los nuevos axiomas
para la geometria y la teoria axiomatica abstracta de las magnitudes.?” Otto Holder, uno de
los pioneros en la axiomatizacién del concepto de magnitud extensiva o medible, sintetizd

estos problemas de la siguiente manera:

La teoria de las magnitudes medibles se aplica del mismo modo a la comparacién y
adicién de tiempo, masa, segmentos de linea y drea [Inhalt]. Sin embargo, para evi-
tar de inicio cualquier malentendido, hago notar que los axiomas de la teoria de las
magnitudes no se presupondran para la geometria en la forma aqui presentada, aplican-
dolos a los segmentos de linea y al drea. Por el contrario, los axiomas de la teoria de las
magnitudes mediables que satisfacen los segmentos de recta se derivan de los axiomas

puramente geométricos para puntos y segmentos de recta. (Holder 1901, p. 231)

Brevemente, un criterio de adecuacion fundamental para las nuevas axiomatizaciones
modernas de la geometria euclidea consistia en que debia poder demostrarse a partir de los
axiomas geométricos propuestos que los objetos geométricos relevantes (segmentos linea-
les, figuras rectilineas planas, solidos, etc.) constituian o determinaban clases o especies de
cantidades extensivas. Es decir, un aspecto central de estas axiomatizaciones modernas d la
Hilbert consistia en demostrar que los axiomas propuestos permitian derivar los axiomas

generales de magnitudes. Ello se lograba al convertir dichos principios en proposiciones

20 Por ejemplo, en el caso de los poligonos planos, usualmente esta relacion de orden se define de la siguiente manera:
dados dos poligonos planos Py Q, P < Q siy solo si existe otro poligono plano Q' contenido propiamente en Q tal que Py

Q" son equidescomponibles.

21 Esimportante destacar que en las primeras axiomatizaciones abstractas del concepto de magnitud, como por ejem-
plo la de Holder (1901), la distincién que hemos trazados entre magnitudes y cantidades no era advertida tan claramente.
Esta confusién no solo era de caracter conceptual, sino que planteaba también algunos problemas técnicos relevantes.
Por ejemplo, en estos sistemas, la relacion designada por el simbolo ‘=" no era axiomatizada - i.e., no designaba una

relacion matematica - sino que era tratada como la relacién de identidad légica.
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geométricas, interpretando las relaciones y operaciones de magnitudes como relaciones
y operaciones geométricas especificas para cada tipo relevante de cantidad geométrica.
Naturalmente, esta exigencia impuso restricciones metodoldgicas estrictas en el proceso
de axiomatizar la geometria euclidea, en tanto que no resultaba admisible que propieda-
des fundamentales de las cantidades geométricas, como por ejemplo la transitividad de la
relacion de congruencia de segmentos, sean postuladas como un axioma. Por ultimo, un
problema relacionado consistié en como podian definirse de un modo riguroso y estricta-
mente geométrico las operaciones y relaciones de cantidades geométricas mas complejas que
los segmentos como, por ejemplo, las figuras rectilineas planas. En este caso particular, las
definiciones usuales de ‘adicién’ como yuxtaposicién de un par figuras en un lado comun,
tenia como consecuencia que la operacion no era cerrada sobre el conjunto de los poligonos
(simples) en el plano; es decir, no satisfacia el axioma A.2 de Suppes (1951). La resolucion de
este problema ha motivado recientemente interesantes discusiones filoséficas en el marco

de la teoria abstracta de magnitudes.?

Consideraciones finales

El objetivo central de este trabajo ha sido explorar la relevancia del abstraccionismo
matematico para la filosofia de la geometria. Con este fin, nos hemos concentrado en los
fundamentos de la geometria euclidea elemental. Uno de los puntos de partida de nuestra
investigacion fue la idea de que, aplicada al contexto geométrico, la perspectiva abstraccio-
nista no debe entenderse necesariamente como un proyecto de reduccion de la matematica
a la logica, tal como ocurre en las posiciones logicistas clasicas de Frege y Russell y, mas
recientemente, en las distintas variantes del programa neologicista. Por el contrario, nuestra
premisa central ha sido que el método de abstraccion constituye una herramienta fecunda
para ofrecer una explicacion filoséfica sistematica de algunos de los problemas fundamen-
tales de la ontologia, la epistemologia y la semantica de las matematicas.

En este sentido, hemos identificado una aplicacion particularmente relevante del
método de abstraccién matemdtica en los fundamentos modernos de la geometria eucli-
dea, especialmente en su formulacion “sintética’, a saber: en la introduccién del concepto
central de ‘magnitud geométrica. En pocas palabras, en nuestro breve recorrido histérico
hemos sugerido que una de las transformaciones conceptuales mas profundas que tuvo
lugar con las primeras axiomatizaciones modernas de la geometria euclidea a comienzos
del siglo XX -- en contraste con la geometria del siglo XIX -- fue la transicién de una
concepcidén métrica e informal de las magnitudes geométricas a una concepcion abstrac-
cionista rigurosa. De acuerdo con esta concepcion, un tipo o clase de magnitud geométrica
puede obtenerse por abstraccion sobre un sistema de cantidades geométricas -- es decir,

sobre objetos geométricos concretos -- a partir de una relacion de equivalencia definida

22 Un panorama global de estas discusiones puede verse en Giovannini et al. (2024).
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en términos estrictamente geométricos. Esta concepcion abstraccionista contribuye, de
este modo, a la busqueda de un fundamento auténomo o independiente para la geometria
euclidea, en la medida en que hace prescindible la apelacion a los nimeros reales en el
estudio de las distintas clases de magnitudes geométricas. La concepcién abstraccionista
de las magnitudes resulta, por ello, especialmente relevante para las discusiones sobre la
“pureza del método” en la practica matematica.

Nuestro estudio de la concepcidn abstraccionista de las magnitudes geométricas
tiene, sin embargo, un caracter preliminar. En particular, muchos de los desafios cen-
trales del abstraccionismo matematico pueden formularse también en este contexto.
Concluimos este trabajo mencionando brevemente uno de ellos, como indicacién para
futuras investigaciones. La interpretacion del valor del operador o funcién de abstraccion
constituye un punto medular del abstraccionismo. Entre las alternativas mas habituales,
se encuentran o bien las propias clases de equivalencia, o bien un objeto nuevo sui generis,
de naturaleza diferente al dominio sobre el que se abstrae, como valores de la abstraccion.
Sin embargo, en el caso que hemos estudiado, ambas posibilidades enfrentan sus pro-
pios problemas. Por un lado, si se entiende por un fundamento “puro” que la geometria
debe evitar la introduccién de conceptos ajenos o extrafos a la teoria, la primera de estas
opciones resulta problematica, puesto que dificilmente puede afirmarse que la nocién de
clase de equivalencia sea una idea estrictamente geométrica.? Por otro lado, considerar
a las magnitudes geométricas como una nueva clase de objetos sui generis, distinta de
las cantidades geométricas, tiene implicancias fundamentales para los compromisos
ontoldgicos de las teorias geométricas. Las discusiones actuales sobre la metafisica de las
magnitudes constituyen un campo prometedor para comprender mejor estas implican-

cias ontologicas del abstraccionismo matematico en geometria.?

23 Dicho de otro modo, si bien en el caso analizado la introduccién de las distintas clases de magnitudes geométricas
se lleva a cabo sobre la base de relaciones de equivalencia sobre objetos geométricos concretos definidas en términos
estrictamente geométricos, sigue siendo legitimo preguntarse si ello basta para considerar esta estrategia como mas
adecuada que la estrategia “métrica” habitual en lo que respecta al requerimiento de la pureza del método. Este pro-

blema es demasiado amplio para ser tratado aquiy se lo reserva para un trabajo futuro.

24 En particular, la idea de los “objetos delgados” (thin objects), desarrollada por Linnebo (2018) como una ontologia
minimalista de los objetos matematicos basada en el método de abstraccion, resulta especialmente atractiva para reexa-

minar el problema de la pureza en geometria.
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