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Resumen: En este trabajo busco mostrar que la consecucion de la tesis logicista exige a Frege ciertas
modificaciones a la nocién cldsica de demostracion que él mismo originalmente defiende. Para ello,
tras una caracterizacion minima de tal nocion, me ocupo de ver cémo aparece en Begriftsschrift
(1879), a raiz de la preocupacion fregeana por la confiabilidad de las demostraciones matematicas.
Luego analizo la relacion que hay entre el lenguaje que Frege disefia (la notacién conceptual o, como
también se ha traducido, conceptografia) y el fin que persigue de suplir las falencias que otros lenguajes
como el natural, el de la aritmética y otros sistemas logicos presentan. Muestro cémo esto lo conduce
de manera inevitable a una nocion mds cercana al formalismo, aunque siempre en el marco de una
idea cldsica de demostracién al menos respecto de la preocupacion por el aspecto epistémico. El asunto
atarie al espinoso problema de la ampliacion del conocimiento en las demostraciones deductivas. En la

conclusion conecto estos resultados con la idea de logica subyacente que Frege defiende.

Palabras clave: logicismo, definiciones analiticas, demostracion, lenguaje de la aritmética,

notacion conceptual.

Abstract: In my contribution I sought to show that Frege is obliged to logicism for certain changes to
the classic notion of proof he originally defends. Henceforth, after a minimal characterization of such
a notion, I will look after it in Begriftsschrift (1879) in order to show that it is in strong connection
with fregean worry about confidence in mathematical proofs. Afterwards, I analyze the relationship
between the language Frege designs (the Concept-script) and his goal of supplying the defects other
languages as natural language, arithmetic language and other logic systems have. I show how this
inevitably conducts him to a notion of proof which is nearer to formalism; although one is to concede
he still defends a classic idea of proof, at least on regards of its epistemic aspect. This entire, close
related with the so sharp augmentation of knowledge problem in deductive proofs. I end up with a
switch between these results and the underlying idea of logic Frege himself supports.
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Introduccion

La preocupacion por la rigurosidad de las demostraciones matematicas (y su consecuente
confiabilidad) es sin duda una de las motivaciones originarias en la construccién del
novedoso sistema simbolico propuesto por Gottlob Frege en (1879) Begriffsschrift, eine der
arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens [Bs.] /1/. Asimismo, en Bs.
Frege presenta el programa que mas tarde se dio a conocer por logicismo, segun el cual
las proposiciones aritméticas y la induccién matematica son de caracter analitico y pueden
reducirse a nociones logicas mas primitivas. En su afan de oponerse a la tesis kantiana de
que los juicios matematicos son sintéticos a priori, Frege debia demostrar que las demos-
traciones matematicas eran analiticas. Esto lo conduce a dar una caracterizacion precisa de
demostracion, uno de los aportes fregeanos mas importantes para la historia de la 16gica y
matematica contemporaneas, y a ofrecer definiciones analiticas de los principios sobre los
que derivara las leyes de la aritmética. Ahora bien, tampoco el concepto de analiticidad,
pese a la fuerte discusion que tuviera en la modernidad, habia sido claramente definido
hasta el momento. Pero si, siguiendo la propuesta racionalista, las proposiciones matema-
ticas no se fundaban ni en intuiciones temporales, ni en intuiciones espaciales, entonces
debian fundarse en un tipo de conocimiento extraempirico que tuviera que ver con las leyes
del buen pensar, o sea la logica. Por lo tanto, las definiciones de los principios de los que
se derivaran las leyes de la aritmética seran analiticas siempre y cuando estén construidas
solamente a partir de conceptos logicos'.

En este trabajo me interesa mostrar que el proyecto fregeano se apoya en una nociéon
de demostracidn cldsica que, en este sentido, se condice con el caracter epistemologico de su
proyecto? pero que, en la medida en que Frege pretende llevarlo a cabo, tal nocién se ve supe-
rada por la dificultad y complejidad intrinseca del proyecto mismo. Esto da lugar a una nocién
de demostracion mas centrada en lo formal, a pesar de las reservas de Frege por caracterizar
a la logica a partir de una nocion de este tipo. De hecho, el interés de Hilbert y sus colabo-
radores por las demostraciones mismas (expresadas mediante derivaciones formales), y no
meramente por el resultado al que se arriba (los teoremas), dio pie a un modo de presentar la
légica que derivd en una nueva disciplina: la teoria de la demostracion o de la prueba. Aqui el
acento estd puesto en los pasos del razonamiento y la logica es presentada como un conjunto

de reglas de transformacion, neutrales respecto del contenido®. En tanto que Frege es el pri-

1 Tal actitud reduccionista de la matematica hacia la légica fue la actitud habitual de la época en los matematicos inte-
resados en cuestiones de fundamentacion (cf., e. g., Legris 2012, pp. 264-6). Aunque debe decirse también que en un
comienzo, por ejemplo en Jevons 1874, encontramos dicha actitud “logicista” mas relacionada con dar a la ldgica un
estatuto de ciencia autdnomo, que con los problemas especificos de fundamentacion de la matematica, de manera que se

dejara de ver a la légica como una parte especial de la matematica. Cf. Peckhaus 1999, pp. 444 -445.
2 A propdsito del caracter epistemolégico de la tesis logicista, cf. Zalta 2023, esp. pp. 30-32y 37-39.

3 Para una concentrada resena de la teoria de la demostracion cf. Legris 7999. El articulo hace particular hincapié en la

relevancia filosdfica del sistema de deduccién natural de Gentzen. En consonancia con la distincién que hago, el sistema
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mero en caracterizar con precision qué debia entenderse por demostracion, es sin duda un
antecedente ineludible de dicha disciplina. Pero Frege concebia, mas bien, a la 16gica como
el estudio de las leyes mas universales y generales, las que, en este sentido, tienen contenido
pleno. Por ello, a pesar de que su aporte fue fundamental para la teoria de la demostracion,
el modo en que ¢l concebia a la ldgica esta en las antipodas del modo en que se la concibid
posteriormente segun la escuela de Hilbert.

O sea, toda esta discusion supone una distincion de caracter conceptual entre dos
maneras de concebir la idea de demostracion deductiva. Para ello es importante tener en
cuenta dos usos diferentes de la palabra “formal”“. Estd claro que, en su sentido tradicional,
por ejemplo, la validez de los silogismos aristotélicos es, por lo pronto, formal. Atn asi, parto
del hecho de que para Aristételes esta validez formal es una condicidon necesaria para una
demostracion, pero no suficiente: la idea misma de demostracion debia incluir factores de
tipo epistémicos, tanto o mas fundamentales en cuanto a la evaluacion de la demostracion
que la validez formal, como veremos mas adelante. Pero cuando en lo que sigue me refiera
a demostraciones meramente formales o “mads formales” pretendo aludir a la concepcion
propia de lo que se dio a llamar ‘teoria de la demostraciéon’ Desde ya, no se trata de decir
que las demostraciones segun la primera idea no son demostraciones formales. Segtn la
primera nocidn, las demostraciones tienen valor gnoseoldgico ya que permiten conocer los
fundamentos de las verdades demostradas. Segun la segunda, en cambio, el significado de
los simbolos esta dado por el sistema mismo y en eso consiste todo su valor epistémico: en
ofrecer una semdntica, en todo caso, contextual.

Presentada asi la controversia general acerca de la idea de demostracién, propongo
en I una caracterizacion estandar de la nocién clasica de demostracion y reviso en I.1 qué
ideas aparecen en relacion a ello en la Conceptografia [Bs.]. Luego, en II me concentro en el
impacto que tuvo la notacién conceptual en la idea fregeana de demostracién. En I1.1 incur-
siono en “Sobre la justificacion cientifica de una conceptografia’, un texto escrito en 1882 en
donde Frege, entre otras cosas, puntualiza las ventajas de un lenguaje escrito y artificial. En
I1.2, me detengo en algunas ideas que aparecen en Bs. al momento de construir este nuevo
sistema simbolico y que vehiculizan una modificacion en la idea clasica de demostracion.
Finalmente, en III, concluyo que es la exigencia de explicitar todos los recursos a utilizar
en las demostraciones, pero fundamentalmente la exigencia de que éstos sean puramente
légicos, lo que aleja a Frege de la nocidn clasica de demostracion. Conecto este resultado

con una breve reflexion acerca de la idea subyacente de logica que Frege defiende.

de Gentzen es presentado como una culminacion de la tradicién formalista, en tanto que presenta a la ldgica como un

conjunto de reglas de inferencias primitivas, a saber, reglas de introduccion y eliminacién para cada conectivo.

4 Volker Peckhaus me alert6 sobre el problema de oponer la “idea clasica de demostracién” a la “idea formal de demos-
tracion”. Miintencidn no es dar aqui definiciones precisas de cada uno de estos usos de la palabra “formal” aludidos sino
sencillamente, a la manera fregeana, inducir a lector a que vea y acepte la diferencia, aunque tal vez sea preferible hablar

de una nocion clasica de demostracion frente a una nocioén formalista.
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I. La idea clasica de demostracion_
En los Analiticos Posteriores (An. Post. 71b9-72a7) Aristoteles definia a la demostracion
como un razonamiento cientifico que, en tanto tal, proporciona auténtico conocimiento.
Segun él, las premisas de un razonamiento deben ser i) verdaderas, ii) indemostrables,
ili) mas inteligibles y anteriores que la conclusion, iv) “causa” de la conclusion (cf. Ross
1957, p. 68). Como escapa a mi objetivo trazar un delineamiento del impacto y desarrollo
historico que tuvo esta nocidn, pero en cambio me interesa el uso que hace de ella Gottlob
Frege, resaltaré del siguiente modo sus rasgos principales.

Una demostracion es un conjunto de enunciados que observan una particular orde-

nacion segun formen parte de cada uno de los siguientes subconjuntos:

i) premisas: enunciados que se aceptan sin demostracion, para los que vale la caracte-
rizacion aristotélica de “verdaderos™;

ii) enunciados intermedios: enunciados que se siguen légicamente de enunciados
anteriores;

iii) conclusidn: aquel enunciado particularmente interesante hacia el cual estan
orientados todos los enunciados anteriores, los que constituyen de esta manera su

fundamento, siendo las premisas el fundamento ultimo®.

Resumiendo, se trata de un texto finito que consta de un conjunto de premisas (a, ..., a ),
una conclusion (B) y una linea deductiva de discurso entre ellas que hace saber la necesi-
dad de la conclusién a quien la reconozca y, ademas, asuma las premisas. La demostracién
clasica envuelve, por ende, por lo menos dos dimensiones: i) una dimension légica, habida
cuenta de que [} se sigue légicamente de a , ..., a_y ii) una dimensién epistémica, al tratarse
de una prueba que da a conocer no sélo la razén de que algo sea el caso sino la imposibili-
dad delo contrario®. En lo que sigue veremos en qué medida Frege sigue los lineamientos de

la caracterizacion dada y cuales son los motivos que lo apartan.

I.1. La idea (scldsica?) de demostracion en Frege
Salvo en sus Escritos postumos, Frege no ofrece en ningtn otro lugar de su obra una defi-
nicion explicita de demostracion a pesar de que el tema consume, sin duda, todos sus

esfuerzos. Dado que sus Escritos postumos son una suerte de compendio de sus ideas, en

5 De aqui se sigue que bajo esta concepcion queden excluidas las deducciones a partir del conjunto vacio de premisas,
mas propias de la tradicion que se inicia con posterioridad a Frege. No incursionaré en otros tipos de demostraciones en

las que la conclusion no se siga necesariamente de las premisas.

6 Hay autores que mencionan también una dimension pragmatica bajo el supuesto de que una demostracion lo es en tanto

es hecha por alguien y su texto discursivo es reconocido socialmente como prueba. Cf., por e]., Vega (71997, pp. 49-50).
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particular sobre 16gica, veamos como define alli demostracion para luego analizar ciertas

referencias clave acerca del asunto en la Conceptografia.

Podemos decir que la demostracion parte de verdades reconocidas y conduce por medio
de cadenas de inferencias al teorema. (...) Una demostracion no sélo debe convencer de
la verdad de lo demostrado, sino que también debe revelar las relaciones logicas entre las
verdades. Por esta razon, Euclides demostré verdades que no parecen necesitar demos-

tracion alguna, ya que resultan evidentes sin ella. NS p. 220, (énfasis mio)’

Mas adelante agrega:

La ciencia tiene la exigencia de demostrar todo aquello que se pueda demostrar y de no

descansar hasta que se tope con algo indemostrable. NS p. 221, (énfasis mio)®

Hasta aqui, uno podria afirmar sin reservas el compromiso de Frege con la idea clasica de
demostracion. En una demostracion se parte de verdades reconocidas (que se aceptan sin
demostracion) y por medio de una cadena de inferencias se llega al teorema. Ello otorga autén-
tico conocimiento ya que la demostracion no sélo conduce a un conocimiento de la verdad
demostrada (al convencernos de su verdad) sino que revela, ademas, las relaciones logicas
entre las verdades intermedias. Como vemos, estan presentes todos los elementos de lo que
hemos caracterizado como “la nocién clasica de demostracion” segun la cual lo novedoso esta
no tanto en el orden de lo l6gico-ontoldgico sino en el orden de lo epistémico. Es decir, las
demostraciones (deductivas) no dicen nada que no esté in nuce en las premisas combinadas
con nuestros modos de inferencia (ellos mismos considerados verdades universales), sino que
muestran las conexiones de las distintas verdades entre si, a la manera de un despliegue de los

posibles distintos significados involucrados en los distintos enunciados basicos’.

7 Trad. espafolas ofrecidas por Javier Legris en el Seminario de Posgrado a su cargo “El concepto légico de demostra-
cién. Aspectos histdricos y filoséficos”, que tuvo lugar en el I.E.C. (Universidad Nacional de Quilmes) en 2003. Corresponde
a “Logik in der Mathematik”, texto presumiblemente escrito en la primavera de 1914 (Frege 7949, pp. 219-270).

.Wir kénnen sagen, dass der Beweis, von anerkannten Wahrheiten ausgehend, durch Schlussketten zu dem Theoreme
hinfihrt. (...) Der Beweis soll nicht nur von der Wahrheit des Bewiesenen liberzeugen, sondern soll auch den logischen
Zusammenhang der Wahrheiten untereinander aufdecken. Darum hat schon Euklid Wahrheiten bewiesen, die keines

Beweises bediirftig erscheinen, weil sie ohne dies einleuchten.” (Frege 71969, p. 220)

8 Ib. nota 8 a propdsito de la version en espanol y del texto original.
.Die Wissenschaft hat der Bedirfnis zu beweisen, was irgend zu beweisen ist, nicht eher zu ruhen, bis sie auf etwas

Unbeweisbares gestossen ist.” (Frege 1969, p. 221)

9 Tal la tesis, a grandes rasgos, que sostiene Brandom 7994 al abordar el problema mas general, caro a la filosofia del
lenguaje, acerca de la elucidacion de significados. A pesar de la diferencia de escala, creo que su respuesta vale también

para nuestro caso. Debo este paralelo a Oscar Esquisabel.
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Tal como fue adelantado, el compromiso de Frege con esta nocidn de fuerte con-
tenido epistémico esta presente desde un primer momento. De hecho, el Prélogo de la

Conceptografia comienza asi:

El conocimiento de una verdad cientifica pasa, como regla, por varios grados de cer-
tidumbre. (...) por un lado se puede preguntar por el modo en que gradualmente se
gana una proposicion y por la otra, por la manera en que finalmente se la fundamenta
con maxima firmeza. Acaso la primera cuestion sea contestada de modo diferente por
diferentes hombres, la tltima es mas definida y su respuesta se conecta con la natura-

leza interna de la proposicion considerada.

A propdsito de que “el conocimiento de una verdad cientifica pasa, como regla, por varios
grados de certidumbre” [,,Das Erkennen einer wissenschaftlichen Wahrheit durchlauft in

der Regel mehre Stufen der Sicherheit”] Frege distingue entre:

i) el modo en que se logra conocer una proposicion, cuestion “contestada de modo
diferente por diferentes hombres” [,,moglicherweise in Bezug auf verschiedene
Menschen verschieden beantwortet”] (Frege 1879, p. IX)"y

ii) “la manera en que finalmente se la fundamenta con maxima certeza” [,,[die] Weise,

wie [der Satz] nun schliesslich am festesten zu begriinden ist”] (Frege 1879, p. IX).

De inmediato, Frege orienta su interés hacia esta segunda cuestion, “mas definida y [cuya]
respuesta se conecta con la naturaleza interna de la proposicion considerada” (Frege 1879,
p.7) [»letztere ist bestimmter, und ihre Beantwortung hangt mit dem innern Wesen des
betrachteten Satzes zusammen” (Frege 1879, p. IX)]. Para Frege cierto tipo de fundamenta-
cion se conecta intimamente tanto con la cuestion epistemologica respecto del conocimiento
en grado maximo de una proposicion, como con su correlato ontologico. Segun la tltima
cita, la “manera en que se fundamenta una proposicion con maxima certeza” esta en estre-
cha correspondencia con “la naturaleza interna de la proposicidon considerada” [,dem
innern Wesen des betrachteten Satzes zusammen”] (Frege 1879, p. IX). Las pruebas logicas

corresponden, por excelencia, a este tipo de fundamentacion:

10 Este es uno de los tantos lugares en donde se manifiesta, por decir lo menos, la falta de reconocimiento fregeano de
la filosofia trascendental critica y el consiguiente planteo psicologista de ciertos problemas frente a los cuales la filoso-
fia critica ofrece respuestas mas elaboradas. Si bien diferentes personas logran conocer una proposicion de diferentes
maneras, las mismas no son puramente arbitrarias, tal como la cita sugiere. Por el contrario, ellas estan acorde a cierta

legalidad y a ciertas condiciones de posibilidad y son, por tanto, accesibles a una sistematizacion.
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Es patente que la mas firme es la prueba l6gica pura, la cual prescindiendo de las carac-
teristicas particulares de la cosa, sélo se funda en las leyes sobre las que descansa todo

conocimiento. (Frege 1879, p.7)"

No hay dudas de que Frege reconoce que hay distintos tipos de pruebas, pero de las que
se va a ocupar es de aquéllas que permiten un convencimiento mas firme. La tesis que
defiendo es que este mismo compromiso, sostenido con celo indeclinable al menos en el
ambito de la matematica, lo lleva a alejarse de la idea clasica de demostracion. Lo que segun
la idea clasica de demostracion era considerado indemostrable y, por lo tanto, aquello
sobre lo que podian descansar las demostraciones, requiere para Frege, a propdsito de la
consecucion de su proyecto, de demostracion. Asi, nos encontramos con que no solamente
lalinea deductiva debe ser logica, sino también los puntos de partida. Esto impone nuevas
exigencias al modo de demostracion clasico, demasiado laxo tanto respecto de los puntos
de partida como de los modos de deduccidn a utilizar, que al no estar explicitados de
antemano permiten que se cuelen elementos no légicos. Bajo la concepcion clasica una
linea deductiva lo es en tanto y en cuanto sus pasos sean suficientemente evidentes, sea la
evidencia en cuestion del tipo que fuere. Esta exigencia se estrechard en manos de Frege
drasticamente. A pesar de que en ambos casos hay una preocupaciéon por que los pasos
sean finitos y comprensibles, la preocupacion por lo epistémico (que implicaba el requisito
de que la prueba en su totalidad fuera elucidatoria) pierde preponderancia, pace Frege, en

aras de la pureza formal'.

Resumiendo: Frege comparte con la idea clasica de demostracion la preocupacion
por el aporte epistémico que una demostracion conlleva. Para que tal sea el caso, entonces,
una demostracion debe partir de verdades previamente reconocidas y no, tomemos por
caso, de pseudoaxiomas'. Pero se distancia de la idea de demostracion clasica porque no
comparte la idea, demasiado laxa, de evidencia propuesta tanto para los puntos de partida

como para los pasos inferenciales.

11 .Die festeste Beweisfiihrung ist offenbar die rein logische, welche, von der besondern Beschaffenheit der Dinge abse-

hend, sich allein auf die Gesetze griindet, auf denen alle Erkenntnis beruht.” (Frege 1879, p. IX)

12 Basta tan solo con ver la deduccion ofrecida en el § 15y, con algunas explicaciones, mas adelante en este texto. En

simbologia hoy més familiar se trata de lo siguiente:

a->[b->al Axioma 1
le>(b>a)l > llc>b) > c>a)] Axioma 2
lle>b->al)>llc>bl>lc>alll>lb->al>llc—>[b->all>llc>bl>
[c>al))] Sustituciénen 1: [c > (b > al) > ([c> b) > [c > al) / a;

b>a/a
(lb>al>llc>b>all>lc>bl>c>all MP entre 3y 2

13 Cf. su discusiéon con Hilbert en Frege 7980.
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En el siguiente apartado desarrollo, entonces, la tesis principal del trabajo. La estra-
tegia sera demarcar el problema que Frege encuentra en las demostraciones matematicas
localizando de este modo el surgimiento de su notacién conceptual. Al decir de Frege,
ella surge con el propésito de erradicar las lagunas en las cadenas de inferencias, frente al
diagndstico de que, hasta el momento, tales lagunas habian sido toleradas en virtud de la

apelacion al concepto de evidencia, cuya legitimidad Frege da por tierra.

II. La realizacion de la idea: el uso de la notacion conceptual

En Die Grundlagen der Arithmetik (1884) [GI.], tras una pormenorizada discusion con las
principales escuelas matematicas de la época, Frege ofrece una demostracion informal de la
tesis acerca de la aritmética que presentara en Bs. Alli Frege resume de la siguiente manera
lo que hemos dicho sobre su distanciamiento de la nocidn clasica de demostracion tal como

fuera utilizada por los matematicos normalmente:

Después de que la matematica se hubo alejado por un largo tiempo del tipo de rigor
euclidiano, retorna a él y pretende sobrepasarlo. (...) en la matematica la mera convic-
cion moral, apoyada en multiples y eficaces aplicaciones, no es suficiente. En muchos
casos tenidos antes por evidentes de suyo, se requiere ahora de prueba. (...) En todas
partes aparece el afan de probar mas rigurosamente, de trazar estrictamente los limites
de validez y, para lograrlo, de aprehender con precision los conceptos. (Frege 1884, §1,

énfasis mio)'

De todos modos, insisto, la preocupacion de Frege por ciertas falencias que observa en el que-
hacer de los matematicos esta presente en sus textos desde el comienzo. Y es la naturaleza de
estas falencias la motivacion principal de la construccion de su notacion conceptual en tanto
que lenguaje conspicuo que permita expresar todas las conexiones logicas de los razonamien-

tos de manera inequivoca. En efecto, en el “Prélogo” de Bs. (1879, pp.7-8) Frege dice:

Dividimos en dos clases todas las verdades que requieren una fundamentacion;
mientras que la prueba puramente logica puede preceder a las unas, las otras deben
apoyarse en hechos empiricos. (...) Mientras me someti a la pregunta de a cual de estas

dos clases pertenecen los juicios matematicos, debi ensayar qué tan lejos se podria lle-

14 ,Nachdem die Mathematik sich eine Zeit lang von der euklidischen Strenge entfernt hatte, kehrt sie jetzt zu ihr zuriick
und strebt gar tiber sie hinaus. In der Arithmetik war schon infolge de indischen Ursprungs vieler ihrer Verfahrungsweisen
und Begriffe eine laxere Denkweise hergebracht als in der von den Griechen vornehmlich ausgebildeten Geometrie. (...)
Doch hat die weitere Entwickelung immer deutlicher gelehrt, dass in der Mathematik eine blos moralische Ueberzeugung,
gestitzt auf viele erfolgreiche Anwendungen, nicht geniigt. Fir Vieles wird jetzt ein Beweis gefordert, was friher fir
selbstverstandlich galt. (...] So zeigt sich tberall das Bestreben, streng zu beweisen, die Giltigkeitsgrenzen genau zu zie-

hen und, um dies zu kénnen, die Begriffe scharf zu fassen.” (Frege 1884, §1)
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gar en la aritmética exclusivamente por medio de inferencias, apoyado sélo en las leyes
del pensamiento que se elevan sobre todas las particularidades. (...) para que no pudiera
introducirse inadvertidamente algo intuitivo, se debid llegar a suprimir toda laguna en
la cadena de inferencias. Al procurar cumplir lo mas rigurosamente posible con este
requerimiento me encontré, junto a todas las dificultades que surgen de la expresion,
un obstdculo en la inadecuacion del lenguaje. (...) De estas necesidades nacio la idea de
la presente conceptografia. Por lo pronto, ésta debe servir para probar de la manera mas
segura la precision de una cadena de inferencias y para denunciar toda proposicién

que quisiera colarse inadvertidamente. (énfasis mio)'

Frege comparte un clima de época, y él mismo es conciente de ello, al juzgar al menos por
su Introduccién a Die Grundlagen (cf. el §1 de Frege 1884 ya citado). Pero su interés por
la 16gica no surge a raiz del desarrollo que adquiere en la segunda mitad del siglo XIX la
“nueva légica”'® en Gran Bretana. Siguiendo a Sluga (1987, p. 81), al tomar contacto con el
algebra booleana, posiblemente a través del Operationskreis de Schroder (1877), Frege debe
haber percibido de inmediato las diferencias que separaban su proyecto de la propuesta
de asimilar funciones logicas a operaciones algebraicas. Peckhaus (1994, p. 321) sintetiza
el proyecto de Boole, de sus sucesores e incluso, hasta cierto punto, de Schréder' en sus
primeros trabajos, diciendo que dicha escuela estaba primariamente interesada en una
reforma a través de métodos exactos, i. e., matematicos, de la légica en tanto que disciplina
filosofica. Caso contrario es el de quienes estaban interesados primariamente en programas
de fundamentacion de la matematica, que se embarcaron consecuentemente en construccio-
nes de aparatos 1dgicos que les sirvieran de instrumento para tales programas. Tal es el caso
de Frege, cuyo interés por la 16gica era secundario, al menos al momento de abocarse a la

construccion de su nuevo lenguaje de férmulas, no obstante la magnitud de sus descubri-

15 .Wir theilen danach alle Wahrheiten, die einer Begriindung bediirfen, in zwei Arten, indem der Beweis bei den einen
rein logisch vorgehen kann, bei den andern sich auf Erfahrungsthatsachen stiitzen muss. (...) Indem ich mir nun die
Frage vorlegte, zu welcher dieser beiden Arten die arithmetischen Urtheile gehorten, musste ich zunachst versuchen,
wie weit man in der Arithmetik durch Schliisse allein gelangen kdnnte, nur gestiitzt auf die Gesetze des Denkens, die
Uiber allen Besonderheiten erhaben sind. (...) Damit sich hierbei nicht unbemerkt etwas Anschauliches eindrangen kénnte,
musste Alles auf die Liickenlosigkeit der Schlusskette ankommen. Indem ich diese Forderung auf das strengste zu erfiillen
trachtete, fand ich ein Hindernis in der Unzuldnglichkeit der Sprache [...). Aus diesem Bedirfnisse ging der Gedanke der
vorliegenden Begriffsschrift hervor. Sie soll also zunachst dazu dienen, die Biindigkeit einer Schlusskette auf die sicherste

Weise zu priifen und jede Voraussetzung, die sich unbemerkt einschleichen will, anzuzeigen.” (Frege 1879, pp. IX-X)

16 En relacion al surgimiento de “la nueva logica”, “ldgica matematica” o “légica simbdlica” cf. Peckhaus 7997, especial-
mente la Introduccion, y Peckhaus 1999, en donde, en particular, se tematizan las distintas motivaciones que impulsaron

el desarrollo de esta disciplina.

17 Para una justa evaluacion del caso de Schrdder, cuya obra temprana se inscribe claramente en la escuela algebrista,
produciéndose un corrimiento con interesantes matices hacia los problemas de fundamentacion en su obra posterior,
cf. Peckhaus 2004. Cf. Legris 2012 para un contrapunto cuidadoso entre Schroder y Frege en cuanto a los propdsitos y

programas de cada uno.
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mientos. De hecho, Frege sefiala en unas reflexiones tardias (Frege 1969, p. 273) que aquello
que lo condujo de la matematica a la l6gica fue el descubrimiento de que los enunciados
numéricos podian ser analizados como enunciados sobre conceptos. Este descubrimiento
fue, en gran parte, el responsable de la consideracion del problema de la fundamentacion de

la matematica como un problema eminentemente filoséfico (cf. autor).

I1.1. La justificacion de la conceptografia
La notacion conceptual surge, entonces, de la necesidad de volver mads rigurosas las demos-
traciones matematicas. El diagndstico respecto de las falencias que Frege encuentra en ellas
es que el lenguaje de la aritmética carece de expresiones para las conexiones logicas. De alli
que el matematico recurre en tales ocasiones al lenguaje natural, pero en el lenguaje natural
“las formas en que se expresan los argumentos son tan variadas, tan laxas y tan ductiles, que
facilmente se pueden colar presupuestos inadvertidos’, tal como Frege afirma en “Sobre la
justificacion cientifica de una conceptogratia” (Frege 1882, p. 210)'®. En este texto, escrito a
raiz de las objeciones de Schroder (1880) a su notacién conceptual, Frege se propone jus-
tificar su invencién argumentando que la ventaja de un lenguaje construido ad hoc es que
se pueden eliminar aquellos aspectos del lenguaje natural que lo hacen inepto a los fines de
una demostracion rigurosa. Para explicar este punto Frege esboza una auténtica teoria del
simbolo que no podemos presentar aca mas que en los aspectos relevantes a nuestro tema.
Frege comienza con una defensa de la utilidad de los simbolos en tanto esencial a

nuestra capacidad representativa:

[nuestro curso de representaciones] se limitaria a lo que formara nuestra mano, a lo
que pudiera entonar nuestra voz, si no fuera por la invencién de los simbolos que nos

hacen presente lo ausente, lo invisible y, tal vez, lo insensible. (Frege, 1882, p. 209)"*

Su estrategia sera a partir de ahora distinguir entre dos tipos de simbolos, los audibles y los
visibles, en funcién de la capacidad que ellos tengan para significar lo pretendido. Asi, un
simbolo escrito esta en mejores condiciones de lograrlo dado que es mas duradero e invariable
que uno audible. Aunque, por otra parte, la inestabilidad del lenguaje natural —por cierto,

condicién de su versatilidad y constante desarrollo- ocasiona al simbolo escrito a menudo

18 .die Formen, in denen das Folgern ausgedriickt wird, [sind] so vielfaltige, so lose und dehnbare, dass sich leicht

Voraussetzungen unbemerkt durchschleichen kdnnen” (Frege 7882, p. 108)

19 .lunser Vorstellungsverlauf] wiirde aus das beschrankt sein, was unsere Hand gestalten, unsere Stimme zu tonen
vermag, ohne die grosse Erfindung der Zeichen, die uns gegenwartig machen, was abwesend, unsichtbar, vielleicht
unsinnlich ist.” (Frege 1882, p. 107)

Es interesante destacar la enumeracion que hace Frege en esta cita, en particular, la mencion a lo insensible y la
capacidad del simbolo de hacerlo presente. Aqui se revela el realismo tan caracteristico de su ontologia a propdsito del

espinoso problema del significado de los términos abstractos.
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dificultades para una acufiacion precisa de lo designado. Lo ideal es entonces un signo escrito
que no participe del lenguaje histdrico sino de uno cuidadosamente regimentado.

Ademas de la durabilidad, la otra caracteristica del lenguaje escrito que interesa a
Frege es su disposicion espacial bidimensional que “ofrece la posibilidad de hacer presentes
muchas cosas al mismo tiempo” [,,die Moglichkeit anbietet, viele Sachen gleizeitig anwesend

zu machen’], aspecto que el lenguaje aritmético aprovecha en grado maximo:

Ellenguaje de férmulas aritmético es una conceptografia, puesto que sin mediacién
de la voz expresa inmediatamente las cosas. (...) Si de dos [contenidos] se sigue un
tercero, se separa al tercero de los dos primeros por una barra horizontal que se puede
traducir por “por lo tanto” De esta manera se utiliza la superficie bidimensional donde

se escribe para ganar claridad. (Frege 1882, p. 213)%

Este uso de la bidimensionalidad, junto con el uso de letras para expresar generalidad, son
las caracteristicas que Frege adoptara del lenguaje de la aritmética para su conceptogratfia,
habida cuenta de las falencias que dicho lenguaje tiene.

Puntualizando, la falencia fundamental que Frege observa en las demostraciones
matematicas es que la justificacion de aquellas inferencias que no sean por reemplazo de
equivalentes se lleva a cabo mediante el lenguaje natural. Pero el lenguaje natural permite
que se cuelen inadvertidamente elementos intuitivos y esto no puede satisfacer a Frege pues
es contrario a su tesis logicista, segtin la cual las proposiciones de la aritmética pueden pro-
barse en términos puramente logicos. Como dijimos, el rechazo de elementos intuitivos en
una justificacion implica ya de por si un alejamiento de la nocién de demostracién clasica,
dado que en ella no existe un énfasis tal en la naturaleza de las razones que se aduzcan a
favor de una tesis siempre y cuando sean éstas suficientemente convincentes. En particular,
a Frege le preocupa demostrar que la induccién matematica es una forma de inferencia
puramente légica, o sea, que la nocion u operacion de “siguiente” puede definirse a tra-
vés de conceptos logicos, sin ninguna necesidad de acudir a ninguna forma de intuicion.

Nuevamente:

[La deduccién en aritmética] casi siempre descansa en que transformaciones iguales
realizadas con numeros iguales conducen a resultados iguales. Ciertamente no es ésta
la inica manera de inferir en la aritmética. Pero si el progreso légico acontece de otra

manera, por lo general serd necesario expresarlo por medio de palabras. Por lo tanto,

20 .Die arithmetische Formelsprache ist eine Begriffsschrift, da sie ohne Vermittelung des Lautes unmittelbar die
Sache ausdriickt. (...) Solche Inhalte -hier Gleichungen oder Ungleichungen- werden so, wie sie aus einander folgen,
unter einander geschrieben. Wenn aus zweien ein dritter folgt, trennt man den dritten durch einen horizontalen Strich,
der mit . folglich” Ubersetzt werden kann, von den beiden ersten. In dieser Weise wird die zweifache Ausdehnung der

Schreibflache fiir die Uebersichtlichkeit verwerthet.” (Frege 7882, p. 112)
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en el lenguaje de formulas aritmético faltan expresiones para las conexiones ldgicas (...)
Todo lo contrario pasa con el modo de simbolizacion que proviene de Leibniz, para las
relaciones lgicas, que Boole, R. Grassman, Stanley Jevons, E. Schroder y otros han
renovado recientemente. Sin duda se tienen aqui las formas ldgicas, si bien no cabal-

mente completas; pero falta el contenido. (Frege 1882, p. 213, énfasis mio)?’

La controversia con los algebristas estd lejos de ser meramente formal, sino que atafie basi-
camente a la concepcidn subyacente del lenguaje en el cual debia formalizarse la logica,
incluso mas, a los objetivos y alcance supuestos de la l6gica misma. Tal es asi que en su
influyente y breve articulo de 1967 van Heijenoort ha creido ver en este punto el origen de
dos tradiciones contrapuestas en los origenes de la logica simbdlica?. En el caso de los alge-
bristas el lenguaje simbdlico de la légica debia ser tal que permitiese a través de un célculo
la resolucion de problemas 16gicos. Para Frege, en cambio, el lenguaje simbolico de la logica
debia ser un lenguaje universal, es decir, un sustituto del lenguaje natural en su funcién

judicativa que permitiera expresar de manera conspicua cuerpos enteros de conocimiento.

21 ,[Das Folgern] beruht fast immer darauf, dass gleiche Veranderungen mit gleichen Zahlen vorgenommen auf gleiche
Ergebnisse fiuhren. Dies ist nun freilich durchaus nicht die einzige Weise des Schliessens in der Arithmetik. Aber, wenn
der logische Fortgang anders geschiet, wird es meistens néthig sein, ihn durch Worte auszudriicken. Es fehlen dem-
nach der arithmetischen Formelsprache Ausdriicke fiir logische Verknipfungen [...]. Gerade umgekehrt ist es bei der
von Leibniz herriihrenden Bezeichnungsweise logischer Beziehungen, die in neuerer Zeit von Boole, R. Grassmann, St.
Jevons, E. Schroder und Andern erneuert ist. Hier hat man zwar die logischen Formen obwohl nicht ganz vollstandig; es
fehlt aber der Inhalt.” (Frege 7882, p. 112)

Por cierto, la tercera parte de Bs es un intento de mostrar que la induccién matematica es puramente légica (cf. autor)

22 Este texto seminal ha sido objeto de numerosas revisiones criticas, las mas contundentes, sostenidas en la acusacion
de cierta superficialidad con que el autor habria tratado la tradicion algebrista. Para una revision sintética de la distincion
de van Heijenoort también expuesta en van Heijenoort 7967 cf. Peckhaus 2004 donde, en particular, se rebate la tesis de
van Heinjenoort segun la cual la posibilidad de cuantificar es el criterio que permite distinguir entre las dos tradiciones.

Sluga 7987, p. 81, por su parte, si bien reconoce el impacto filosofico e historiografico del famoso articulo pretende
“extender y ajustar las intuiciones de van Heijenoort” a propésito de que van Heijenoort no habria conocido “Boole ‘s
Calculating Logic and the Begriffsschrift” cuando publicé su articulo en 1967 (ibid., p. 97, nota 14). Publicado péstuma-
mente, Frege 1882 es, en esencia, una defensa de la conceptografia frente a las criticas que recibiera de Schroder, quien
gozaba ya de una sélida posicién como Profesor de Matematica en la Technikal Universitat de Karlsruhe. Alli resulta claro
que la controversia no debe centrarse en la distincion calculo - lenguaje universal, tal como posteriormente hiciera van
Heijenoort. Frege aspira, de hecho, a construir un calculo —enmarcado en un lenguaje apto para la expresion de leyes
universales. Asimismo, Schroder concibe a su ldgica como una lingua characterica. Mas bien la controversia se halla,
tal la tesis clave de Sluga 7987, en la cuestion acerca de si los juicios o sus elementos constitutivos, i. e., los conceptos,
debian tener prioridad filoséfica, epistemolégica o logica, o viceversa. Apoyado en el principio de prioridad del juicio sobre
los conceptos Frege introduce una metodologia completamente nueva para la formacion de conceptos. Esto le permitira
introducir conceptos aritméticos sobre la base de conceptos logicos a través del método de definicion por anélisis, método

que se basa en los diferentes andlisis posibles del contenido judicable de un juicio. Cf. Legris 2008, pp. 148-150.
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Fiel en este sentido al ideal leibniziano de construccion de una lingua universalis?, Frege
reconoce que su sistema ha sido construido con el objetivo inmediato de poder expresar,
en particular, las proposiciones de la aritmética, pero que podria ser ttil para cualquier otra
disciplina cientifica. De alli que, al igual que en el ideal leibniziano, su sistema contenga un
calculo tal que permita que los teoremas conocidos de la aritmética se deduzcan de las leyes
fundamentales del pensamiento (los axiomas) sin apelacion alguna a la intuicién sino por

mera manipulacion sintactica.

II. 2. La conceptografia: un lenguaje de formulas construido a la manera del lenguaje de
la aritmética.

Con el fin de evitar, entonces, que se cuelen elementos intuitivos, Frege busca que sus prue-
bas sean absolutamente rigurosas. Para ello, no solamente debe explicitarse todo lo que va a
entrar en juego en las pruebas, sino que el significado de las expresiones a utilizar debe ser
univoco. Ergo, es necesario dejar a un lado el lenguaje natural, esencialmente multivoco, y
ofrecer las pruebas en un lenguaje regimentado. Como, segtin Frege, los lenguajes artificia-
les disponibles en aquel momento no eran aptos para expresar un contenido, sino que eran

absolutamente formales, Frege se propone la construccién de un nuevo lenguaje:

[la conceptografia] debe tener modos de expresion simples para las relaciones ldgicas,
que limitadas en nimero a lo necesario, se puedan dominar con facilidad y seguridad.
Estas formas deben ser apropiadas para combinarse lo mds intimamente posible con un
contenido. Por tanto, debe aspirar a una brevedad tal que la superficie bidimensional
donde se escribe pueda ser bien aprovechada para la claridad de la exposicion (Frege

1882, p. 214, énfasis mio)?.

La conceptografia es este lenguaje: un lenguaje formal para el pensamiento puro, cons-
truido a la manera (del lenguaje de) la aritmética [“eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens”], tal el subtitulo de Begriffsschrift, cuyo significado Frege
cree oportuno desplegar, parte a parte, en el Prélogo. Alli leemos que es un lenguaje cuyas

férmulas son juicios tales que en ellos “se renuncia a expresar todo aquello que carezca de

23 Frege se refiere al programa leibniziano de construccion de una lingua characterica, expresion que estrictamente
habria tomado de Trendelenburg (“lingua characterica universalis ). Para la influencia de Trendelenburg en los origenes
de la légica moderna cf. Peckhaus 7997, pp. 178-181.

24 [eine wahre Begriffsschrift] muss fir die logischen Beziehungen einfache Ausdrucksweisen haben, die an Zahl auf
das Notwendige beschrankt, leicht und sicher zu beherrschen sind. Diese Formen miissen geeignet sein, sich mit einem
Inhalte auf das Innigste zu verbinden. Dabei muss solche Kiirze erstrebt werden, dass die zweifache Ausdehnung der

Schreibflache fiir die Uebersichtlichkeit der Darstellung gut ausgenutzt werden kann.” (Frege 1882, p. 113)
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significado para la secuencia de inferencias” (Frege 1879, p. 8 énfasis del autor)?. Se designa
a lo resultante contenido conceptual [begrifflicher Inhalt] o contenido judicable [beurteilbarer
Inhalt] (§§2-3), de donde toma el lenguaje el nombre de notacién conceptual. Se pretende
que tales formulas expresen “relaciones independientes de las propiedades especificas de
las cosas” (Frege 1879, p. 8) [,,Beziehungen (...), die von der besonderen Beschaffenheit der
Dinge unabhingig sind” (Frege 1879, X)] y asi sean aptas “para el pensamiento puro”. La
semejanza con el lenguaje de la aritmética ya ha sido resefiada y consiste en el aprovecha-
miento de la bidimensionalidad y en el uso de letras para expresar generalidad. Bastaria con
agregar que Frege pone algtin énfasis en esto ultimo. De hecho, en este mismo Prélogo dice:
“el mas inmediato contacto de mi lenguaje de férmulas con el de la aritmética consiste en el
modo de utilizar las letras™?.

Resumiendo, en la construccion de la conceptografia se persigue un doble propdsito:

i) sus formulas deben ser tales que expresen el contenido conceptual de una propo-
sicién y solo eso, o sea, aquel contenido significativo relevante en las inferencias;

ii) la notacién “debe tener modos de expresion simples para las relaciones logicas”
(Frege 1882, p. 214)%.

Con el listado de simbolos que han de usarse para construir las férmulas del lenguaje
comienza la tarea propiamente dicha de construccién del lenguaje artificial, no sin
antes aclarar que, a la manera de la “teoria general de las magnitudes” [,,allgemeinen
Grossenlehre”], los simbolos empleados se pueden dividir en dos tipos: las variables y las
constantes. Respecto de las variables, Frege se refiere a ellas como “letras” [,,Buchstaben”] y
sefiala de ellas dos caracteristicas: que no tienen un significado determinado y que es esta
indeterminacion la que permite expresar la generalidad. El resto de esta parte “I. Definicién
de los simbolos” [,,I. Erklarung der Beziehungen”] estd dedicada a definir los simbolos de
significado determinado y, junto con ello, a dar las reglas para su correcta utilizacion.

Por lo pronto, el primer simbolo que Frege presenta es |—, simbolo que expresa juicio
o asercion: “Un juicio se expresara por medio del simbolo }—, colocado a la izquierda de
los simbolos o combinaciones de simbolos que indican el contenido del juicio” (§ 2). A pro-
posito de este simbolo haré de inmediato aclaracion. Frege contintia diciendo: “Si se omite
la pequenia barra vertical en el extremo izquierdo de la horizontal, esto transforma el juicio

en una mera combinacion de ideas acerca de la cual no expresa, quien la escribe, si reconoce

25 ,auf den Ausdruck alles dessen verzichtet worden [ist], was fir die Schlussfolge ohne Bedeutung ist” (Bs, p. X, énfasis

del autor).

26 .,am unmittelbarsten beriihrt sich meine Formelsprache mit der arithmetischen in der Verwendungsweise der
Buchstaben”. (Bs, p. X)

27 .[die Begriffsschrift] muss fir die logischen Beziehungen einfache Ausdrucksweisen haben” (Frege 71882, p. 113).
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ono laverdad en ella. (...) A la barra horizontal se le puede llamar barra del contenido; a la
vertical, barra del juicio” (énfasis del autor). O sea, lo que fuera presentado como uno de los
simbolos primarios del sistema, es en rigor un simbolo compuesto, con la peculiaridad de
que la barra del juicio, siempre que se presente, ird acompanada de y s6lo de la barra de con-
tenido, mientras que ésta puede presentarse sin la barra de juicio asi como en combinacién
con las otras funciones del sistema?.

En los siguientes paragrafos Frege presenta el simbolo para la condicionalidad, para la
negacion, para la igualdad de contenido, para expresar la funcionalidad (estrictamente, no hay
para ello un simbolo sino ciertas reglas respecto de distintos tipos de letras) y para la generalidad.

La pregunta que se nos abre ahora es cudles son las “relaciones légicas” [,,logischen
Beziehungen”] que Frege ha tematizado en la Conceptografia., mencionadas también como
“conexiones logicas” [,,logische Verkniipfungen”] en Frege 1882, p. 213.

Segun el texto recién citado, “en el lenguaje aritmético faltan expresiones para estas
conexiones logicas” (Frege 1882, p. 213), por lo que resulta necesario expresar el proceso
légico por medio de palabras. En el §6 de Begriffsschrift Frege afirma que “de la definicién

dada en el §5 [la condicionalidad], resulta que de los dos juicios:

}——A }7
y B
Se sigue el nuevo juicio }71&”,

Lo que da lugar al modus ponens como modo de inferencia, que en Frege adquiere la

siguiente forma:

28 Dada la evolucidon de las ideas fregeanas a propdsito de la consecucion del programa logicista, esta barra de contenido
recibe en Gg. una interpretacién marcadamente diferente (cf. para ello Simons 7996). Acerca del papel de esta funcion
(“la horizontal’) en la emergencia de la paradoja de Russell, cf. Thiel 1996, esp. pp. 260 y s. Asimismo puede leerse alli
una apretada sintesis acerca de las distintas posibilidades de enmendar el sistema que exceden el mero reemplazo del
problematico Axioma V. En cuanto a la barra de juicio, Greimann 2000 discute la interpretacion candnica de este signo en

tanto representante en el sistema del papel ilocucionario de las oraciones en el lenguaje natural.
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Para evitar repeticiones, a los juicios que aparecen por primera vez en el contexto de una
prueba se les va asignando numeros sucesivos. Por ejemplo, dice Frege, sea X el numero

correspondiente a un juicio del tipo

A

B,

entonces se puede escribir la inferencia anterior del siguiente modo

—B

———— A,

de manera tal que se deja al lector componer el juicio

A

— B

apartirde | By | A yver siestd acorde con el juicio X.

Por cierto, ;qué significa “de manera tal que se deja al lector componer el juicio

A

—B

apartirde | By | A yver siestd acorde con el juicio X

En mi opinidn, Frege pretende explicar, de manera un tanto criptica, que para pasar de un
enunciado B a otro A alcanza con tener un enunciado que tenga a B como antecedente y a
A como consecuente (lo que hoy conocemos por teorema o metateorema de la deduccion).
Es decir, la premisa que esta elidida es este condicional. Esta interpretacion se apoya en la

((. .))

explicacion que da Frege de “::” Ahora la inferencia es

——A

—B

.

(XX)::




G. Fulugonio - 85

donde XX es | B y los dobles puntos indican que | B “se debe construir de una manera
distinta a la anterior”. Lo elidido ya no es un enunciado condicional cuyo antecedente es lo
que figura como premisa y cuyo consecuente como conclusion, sino que se corresponde
con el antecedente de la premisa mencionada explicitamente. Es decir, tengo un enunciado
condicional, si puedo afirmar el antecedente de manera independiente, puedo concluir el
consecuente. Dicho de otra manera, dado un condicional y el modus ponens como regla de
inferencia, para concluir el consecuente de tal condicional s6lo hace falta tener el antece-
dente, que en nuestro caso es lo indicado por XX.

Retomando, entonces, queda claro que por relaciones o conexiones logicas debemos
entender lo que hacia el final del §6 de Begriffsschrift nombra como modos de inferencia
[,,Schlussweisen”]. Alli leemos:

Con Aristoteles podemos enumerar en ldgica una serie completa de modos de infe-
rencia; yo s6lo me sirvo de éste [el modus ponens]. (...) Con esta limitacion a un solo
modo de inferencia, sin embargo, en manera alguna se quiere expresar una proposicion
psicoldgica, sino tinicamente resolver una cuestion de forma de la manera mds expedita

(el énfasis es del autor)?.

(jPermitaseme destacar esta cita a proposito de la tesis general de mi trabajo en relaciéon a la
evolucion de la idea de demostracion de Frege a partir de la idea clasica aristotélica!)

En la primera parte de la Bs. se presenta, entonces, el sistema simbdlico de su lenguaje.
Se ha sefialado ya muchas veces que, pese a los cuidados de Frege y comparado con las
mejores presentaciones contemporaneas, la presentacion fregeana adolece de ambigiieda-
des en relacion al lenguaje objeto y al metalenguaje, a la vez que no explicita todas las reglas
de inferencia utilizadas sino tinicamente el modus ponens. Pese que en sus comentarios
acerca de los modos inferenciales de la aritmética menciona la sustitucion de equivalentes,
no menciona esta regla de modo explicito para su sistema, cuyas “leyes” son estrictamente
esquemas de leyes. Asimismo, tampoco menciona explicitamente las reglas involucradas
en la cuantificacion, sino que ellas aparecen cuando Frege explica las posibilidades del uso
de los distintos tipos de variables (cf. §§2-11). Con la segunda parte “I. Representacion y
deduccién de algunos juicios del pensamiento puro” [,,II. Darstellung und Ableitung eini-
ger Urteile des reinen Denkens”] se completa la presentacion del lenguaje. En el §13 Frege
aclara que los principios fundamentales del pensamiento no pueden ser expresados en la
conceptografia porque estan en su base. Se trata de las reglas para el buen uso de los signos

(en donde, a la par, se dice qué significados se esta pretendiendo capturar) y las reglas de

29 .In der Logik zahlt man nach Aristoteles eine ganze Reihe von Schlussarten auf; ich bediene mich nur dieser einer
[modus ponens]. (...)Es soll mit dieser Beschrdnkung auf eine einzige Schlussweise jedoch keineswegs ein psychologischer
Satz ausgesprochen werden, sondern nur eine Formfrage im Sinne der grossten Zweckmdassigkeit entschieden werden™ (Bs,

§6, énfasis del autor).
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inferencia que presentd en la primera seccién. O sea, se debio recurrir al lenguaje natural
para explicar como funcionan los simbolos, y en particular, para dar cuenta del significado
de los simbolos de juicio y de funcién.

Sobre esta base y las reglas de buena formacién podran expresarse algunos otros
juicios del pensamiento puro, i.e., los tres axiomas que conciernen a la barra de condicién,
los tres que introducen la nocién de negacion, los dos correspondientes a la identidad de
contenido y el que concierne a la generalidad (especificamente, a la concavidad en la barra
de contenido). Son estos nueve juicios los que Frege ha elegido para que conformen la base
axiomatica de su sistema deductivo, consciente de que queda abierta la posibilidad de que
otras elecciones sean igualmente (o incluso mas) razonables. Retomamos esto en nuestra
Conclusion. Seria parte de otra investigacion determinar las motivaciones especificas de
esta eleccion. Por el momento nos limitamos a conjeturar que Frege se encuentra en un
equilibrio inestable entre un principio cientifico de economia e intuiciones bésicas acerca
de la naturaleza de la logica.

Hasta aqui, los medios mediante los cuales Frege aspira erradicar de las pruebas
formales la nocién de evidencia, tan cara a la filosofia como también a la matematica. La
notaciéon que Frege ha ideado tiene las ventajas que ¢l reclama: asegurar la correccién y
transparencia de una deduccidn; en particular, la de facilitar las inferencias a través del
modus ponens. Pero al costo de un gran despliegue expositivo. En aras de no apelar a la
evidencia se sacrifica un aspecto epistemoldgico de las demostraciones de enorme impor-
tancia para la nocidn clasica de demostracion: la pretendida “abarcabilidad” de la prueba.
Esto resulta patente desde el inicio mismo de la puesta en practica del sistema. De las dos

primeras leyes, ofrecidas en el § 14, concernientes s6lo al condicional:

T

(1)

Frege deriva en el § 15 una tercera, la primera demostracién (y la mas simple) de la
Conceptografia.

No hace falta avanzar mds para observar el uso particular que hace Frege de la bidi-
mensionalidad de un lenguaje escrito, por lo pronto, en relacién con el propdsito de que
en la nueva notacion las férmulas deben ser aptas para expresar un contenido. Frege se las
ha ingeniado para que los contenidos de todas las férmulas que participan de las pruebas
queden a la derecha, mientras que las relaciones ldgicas entre dichos contenidos estan

representadas por grafos a la izquierda de estos®. En este primer caso, en ausencia de la

30 En esta presunta facilidad para capturar visualmente las conexiones logicas entre los contenidos se basa Macbeth

2005 para sostener una interpretacion diagramatica de la conceptografia en contra de lo que el propio autor sostiene.
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negacion y del problema del alcance del cuantificador universal: lineas rectas para expresar
dependencia logica, que de cualquier modo seran siempre las predominantes.

A modo de ejemplo y a proposito del contenido, Frege propone el siguiente “diccionario”™

| .
P
Y

(2)

c: en la serie numérica Z cada término sucesor es mayor que el predecesor;
b: el término M es mayor que L;

a: el término N es mayor que L.

Laley fundamental (2), que utilizando una simbologia mas econdmica escribimos ((c-> (b>
a)) > (c>b)) > (c> a), ha de instanciarse por tanto:

®) | a

(1) — ¢

a a
L b L b
c c

b (3)

T B

Si de las proposiciones de que en una serie numérica Z cada término sucesor es
mayor que el predecesor y de que el término M es mayor que L, se puede inferir que el
término N es mayor que L [c > (b > a)],

Por cierto, enmarcados en lo que hoy se conoce como “filosofia de la practica matematica” a partir de la propuesta de
Mancosu 71996 ha habido en la filosofia de la matematica un renovado estudio de sistemas diagramaticos (se puede cf.
Carter 2023 para un panorama del estado de la cuestion). Por mi parte, en autor argumento en contra de la interpretacion

diagramatica de la conceptografia.
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y si de las proposiciones de que en la serie numérica Z, cada término sucesor es mayor
que el predecesor, se sigue que M es mayor que L [¢> b],
entonces la proposicion de que N es mayor que L se puede inferir de la proposicion

de que cada término sucesor en la serie numérica es mayor que el predecesor [c > a].

Hemos sefialado ya que la presentacion de la Bs. adolece de imprecisiones, en particular,
conflagrando la presentacion de su vocabulario con sus modos de inferencia. Esta confusion
también aparece en los ejemplos. En el actual debe tenerse cuidado de no confundir la expre-
sion condicional “Si de las proposiciones de que (...) y de que (...), se puede inferir que (...),
y si de las proposiciones de que (...). se sigue que (...)” con “entonces”. Segtin la formalizacién
ofrecida, toda la primera parte es un gran condicional con condicionales anidados y recién luego
de “entonces” se nos presenta la conclusion, también, condicional. Pero avancemos con nuestro
objetivo de mostrar el problema de abarcabilidad que tiene la Bs. Siendo la ley fundamental (1)

(a> (b> a)), la demostracion mas simple de la Conceptografia, entonces, tiene la siguiente forma:

|
1 | I_iﬂ
T °
C
s
C

s

J L

T L ©
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En el §6 se explico que la inferencia se hace pasando de (2) y (1) a (3). Segun dicha
explicacion “(1):” significa que debe reponerse en la inferencia una premisa que afirme
un condicional con (2) como antecedente y (3) como consecuente, a saber:Frege pretende
limitar, por razones tedricas y de economia en cuanto a los presupuestos, los modos de
inferencia al modus ponens. Pero, como dijimos, Frege usa ademas la regla de sustitucion de
equivalentes. Asimismo, dos observaciones acerca del uso de los distintos tipos de variables
que Frege ofrece en su vocabulario (reemplazo de letras italicas por letras goticas junto con
el cuantificador universal) implican también la presencia de otras dos reglas de inferencia
respectivamente. Atn asi, dado que bien podemos pasar por alto estas falencias en virtud de
la magnitud del proyecto, en particular a propdsito de erradicar la apelacion a la evidencia
intuitiva en las demostraciones, queda claro que Frege es fiel a su objetivo de hacer explicito
lo implicito. En ello consiste el tan mentado conocimiento que aportan las demostraciones
deductivas®'. Este mismo interés revisten las definiciones analiticas no triviales®.

La defensa de esta tesis es central para entender la relevancia epistemologica del pro-
yecto logicista, que se propone probar que las oraciones de la aritmética son analiticas. En
este sentido, se puede trazar una distincion entre el papel que cumplen las definiciones en
matematica y en filosofia. Por un lado, en matematica se parte de definiciones (analiticas)
y ellas “se prueban por su fecundidad” [,,bewéhren sich durch ihre Fruchtbarkeit”] (Frege
1884, § 70). En GL, por ejemplo, una vez dada la definicién de “numero que corresponde al
concepto F” la tarea es ver “si las conocidas propiedades de los nimeros se derivan de [ella]”
[-ob sich bekannte Eigenschaften der Zahlen aus unserer Erklarung der Anzahl, welche
dem Begriff F zukommt, ableiten lassen”] (GI., § 70). Por otro lado, si de GI. se dice que es
el trabajo fregeano mas filosofico (cf. Dummett 1990, pp. 1-2) es, en buena medida, por el
método aplicado para llegar a tal definicién de nimero. El método consiste en un analisis
critico tanto de las distintas nociones de nimero que manejaban las diferentes escuelas de la

época, como del uso en el lenguaje natural de los términos numéricos.

ITI. Conclusion

Hemos pretendido mostrar que el proyecto logicista descansa sobre una idea clasica de
demostracion segtin la cual las demostraciones son herramientas parala obtencion, o mejor,
para la ampliacién del conocimiento. En el caso del conocimiento logico, es imprescindible
hallar definiciones analiticas que estén en la base de las demostraciones. Ello, unido a modos
de inferencia claramente explicitados, garantiza la analiticidad de los enunciados que pue-

dan derivarse. Como contrapartida tenemos que la ampliacion del conocimiento proviene

31 Tal la tesis, a grandes rasgos, que sostiene Brandom 7994 al abordar el problema mas general, caro a la filosofia del
lenguaje, acerca de la elucidacidn de significados. A pesar de la diferencia de escala, creo que su respuesta vale también

para nuestro caso. Debo este paralelo a Oscar Esquisabel.

32 Cf. Legris 2008, p. 145.
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del analisis de los enunciados basicos, es decir de la posibilidad de reducir enunciados a
enunciados légicos ultimos. De esta manera se logra mostrar las relaciones existentes entre
las distintas verdades. Asi, la construccion de sistemas formales de logica tiene como obje-
tivo tanto la obtencion de todas las leyes logicas (que son a su vez leyes del pensamiento
puro), como la exposicion de los nexos existentes entre ellas®.

Frege sefiala que este ideal s6lo puede ser logrado a través del método deductivo de
presentacion, puesto que no se alcanzara tal totalidad (inabarcable) de leyes formulables
como no sea encontrando “aquéllas que, por su fuerza, contengan en si a todas [las demas]”
(§13) ,,die, der Kraft nach alle in sich schliessen” (§13, énfasis del autor). Pero acto seguido
admite la posibilidad de que haya otra serie de juicios de los que se deduzca toda ley del
pensar. En tal caso, si bien siempre pueden intentarse argumentos que esgriman razones
de principio a favor de un sistema, en tanto haya otros posibles la arbitrariedad (y luego,
la convencionalidad) aparece inmediatamente como amenaza. La definicién en términos
metafdricos de leyes que “por su fuerza contengan en si a todas las demas” bien podria estar
revelando que Frege es consciente de que su presentacion puede habilitar una nocién de
demostracion opuesta a la suya, o sea, una nocién de demostraciéon que solo exija validez
formal. Frege pretende que sus axiomas sean de hecho “juicios del pensamiento puro’, ver-
dades primeras e indemostrables, y que ello les daria esa suerte de “fuerza” o potencia de
contener a todas las demas. Sin embargo, al admitir que podria haber otros sistemas, habi-
lita una fundamentacién pragmatica en donde se diluye todo compromiso ontologico®.

Sea como fuere, resulta que al observar con celo una concepcion basicamente clésica
de demostracion, y apenas esbozado el primer intento de realizar la prueba pretendida, la
nocion clasica se ve modificada. Es la naturaleza de la tesis a demostrar, que exige que se
erradique todo elemento intuitivo en la prueba, lo que pone condiciones extremas a la idea
clasica de demostracion. Si bien nunca se pierde el objetivo epistemoldgico original, si se
sacrifica la abarcabilidad de la demostracion a favor de la pureza légica (que es lo que garan-

tiza universalidad). Nada debe provenir de la intuicion, ni los principios fundamentales ni

33 En un texto tardio [1924/1925] ,.Erkenntnisquellen der Mathematik und der mathematischen Naturwissenschaften”
(Frege 1969, pp. 286-294) Frege distingue tres (; o0 tal vez cuatro?) fuentes de conocimiento Erkenntnisquellen:

i.  lapercepcidn sensible [die Sinneswahrnehmung],

ii. lafuente de conocimiento ldgico [die logische Erkenntnisquelle],

ii.  lafuente de conocimiento geométrico [die geometrische Erkenntnisquelle] y la fuente de conocimiento temporal

[die zeitliche Erkenntnisquelle].

La fuente de conocimiento légico estaria, segln Frege, en el origen de la posibilidad del andlisis del lenguaje, a través de

lo cual se pueden obtener definiciones fructiferas. Cf. Frege 1969, pp. 282-292.

34 En linea con el pragmatismo defendido por Brandom 1994, Frapolli 2025 defiende una consistente interpretacion
pragmatista de la propuesta fregeana. Por mi parte, en autor defiendo la posibilidad de un programa de fundamentacion

de la matematica que doy en llamar “logicismo minimal” en el que confluyen tesis fregeanas con tesis constructivistas.



G. Fulugonio - 91

las formas de inferencia porque la evidencia ya no vale como fuente de justificacion. Resulta

que la sola realizacion (o despliegue) de la idea original conlleva su propia modificacion®.

35 He presentado resultados parciales de este trabajo a lo largo de los anos, por primera vez en el / Encuentro de Historia
de la Matematica, 2005, Villa Maria, Cérdobay mas tarde en el Kolloquium der Philosophie (Institut fir Humanwissenschaften
de la Universidad de Paderborn] y en el Colloquium logico-philosophicum (Institut fir Philosophie de la Universidad de
Erlangen-Nirnberg). Recientemente, en la Private Pddagogische Hochschule Burgenland. Agradezco las observaciones
del publico en todas las ocasiones, en particular, las de Volker Peckhaus, Oscar Esquisabel, Pablo Lorenzano, Javier
Legris, Michael Beaney, Alexander Zimmermann, Peter Bernhard y Christian Thiel. A Ignacio Angelelli, Alberto Morettiy
Christian Thiel, tantas conversaciones sobre estos temas. A Hernan Pringe, la invitacion a presentar algunas ideas en el

marco del Grupo de Estudios Kantianos y a las editoras la invitacion a integrar el presente volumen.
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Notas

1. En linea con la practica usual, con “Bs” me referiré a la obra de Frege y con
<« 7 <« 7 » . 7
conceptografia” o “notacion conceptual” al lenguaje alli propuesto.
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